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Geometria

@ Academia de Platdo: “Nao deixem nenhum ignorante em
geometria entrar aqui!”

@ Nas competi¢des: pelo menos um problema de geometria.
@ Geometria é uma disciplina visual: desenhar e estudar!

@ Parte da dificuldade da programacao geométrica:
operacoes faceis com o lapis podem ser dificeis
programar.
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Retas e representacéo

A menor distancia entre dois pontos € uma linha reta.
Retas tém comprimento infinito em ambas as diregoes.
Segmentos de reta tém comprimento finito.

Representagio: retas podem ser representadas como
pares de pontos ou como equagoes.

Toda reta /| € completamente representada como o par de
pontos (X1, y1) € (X2, y2).

Pode também ser descrita por equagdées como

y = mx + b, onde m € o coeficiente angulardaretae b é o
cruzamento com y, ou seja, o unico ponto (0, b) onde a
reta cruza o eixo do y.

e Areta | tem coeficiente angular m = £ = T2 e
cruzamento b = y; — mx;.
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@ Retas verticais ndo podem ser descritas por tais
equagoes, pois ocorrera a divisao por zero (Ax = 0)

@ A equagdo x = c¢ denota uma reta vertical que cruza o
eixo do x no ponto (c, 0).

@ Este caso especial, ou degeneracéo, requer atencao extra
na programagao geométrica.

@ Usa-se a formula geral ax + by + ¢ = 0 porque ela cobre
todas as retas no plano.

typedef struct {
double aj; /* x-coefficient =*/
double b; /* y-coefficient */
double c; /* constant term =*/
} line;

typedef double point[2];
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@ Multiplicando os coeficientes por constantes n&o nulas
resulta em uma representacao alternativa para qualquer
reta.

@ Estabelece-se uma representagéo candnica, fazendo o
coeficiente de y igual a 1 se ele for ndo zero.

@ Senao, faz-se o coeficiente de x igual a 1.
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points_to_line(point pl, point p2, line =*1)
{

if (pl[X] == p2[X])
{
l1->a = 1;
1->b = 0;
1->c = -pl[X];
}
else
{
1->b = 1;
1->a = —(pl[Y]-p2([Y])/ (P1[X]-p2[X]);
1->c = - (1->a * pl[X]) - (1->b % pl[Y]);

point_and_slope_to_line (point p, double m, line =x1)
l1->a = -m;

1;
1->c = - ((1->a*p[X]) + (1->b*p[Y]));

11: Xlll. Geometria
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Intersecao

@ Duas retas distintas tém um ponto de intersecdo, a nao
ser que sejam paralelas, que nao tém nenhum.

@ Retas paralelas tém o mesmo coeficiente angular mas
diferentes cruzamentos e por definicdo nunca se cruzam.

#define EPSILON 0.000001 /% a quantity small enough to be zero =/

bool parallelQ(line 11, line 12)
{

return ( (fabs(ll.a-12.a) <= EPSILON) && (fabs(ll.b-12.b) <= EPSILON) );
}

bool same_lineQ(line 11, line 12)
{
return ( parallelQ(l1,12) && (fabs(ll.c-12.c) <= EPSILON) );
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Intersecao

@ Um ponto (x’, y') esta situado emumaretal: y = mx + b
se ao substituirmos x da férmula por x’, obtemos y’.

@ O ponto de intersecdo das retas l1: y = myx + by € b:
¥y = mox + b € 0 ponto onde elas sao iguais, ou seja,

_ by— by b= by

— 27O —m 2=y p 1
pr— 1m1—m2+1 (1)
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1
’2232X+b2y+c2:o,-_y:# @)
2
_py(=EX=2) _ ¢
X = 1( by ) 1 (4)
a
Xa = agbix + bic, —c1by )
bo
x(aibz — axby) = b1C2 — C1b2 (6)
_ bico—cibo  bocy — bic )

 aibp—aby @by —aibe
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Intersecao

intersection_point (line 11, line 12, point p)
{
if (same_lineQ(11,12))
{
printf ("Warning:
plX] = plY] = 0.0;
return;

}

Identical lines, all points intersect.\n");

if (parallelQ(1l1,12) == TRUE)
{

printf ("Error: Distinct parallel lines do not intersect.\n");

return;
}
plX] = (12.bxll.c - 1l.b*12.c) / (12.a*1ll.b - 1ll.ax12.b);
if (fabs(ll.b) > EPSILON) /* test for vertical line */
plY] = - (11l.a » (p[X]) + 1l.c) / 1l1l.b;
else
plY] = - (12.a » (p[X]) + 12.c) / 12.b;
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Angulos

@ Quaisquer duas retas nao-paralelas intersecionam cada
uma num dado angulo.

@ Retash:aix+biyy+ci=0eb:ax+by+c =0,
escritas na forma geral, intersecionam no angulo ¢ dado
por:

tg g — a1b2 — a2b1

aias + bi1bo

@ Para retas escritas na forma coeficiente

angular-cruzamento:

(8)

me—m
tg 6 = RALCI 9)
mymo + 1
@ Duas linhas séo perpendiculares se elas se cruzam num
angulo reto, ou seja, se o produto de seus coeficientes

angulares for —1. Por exemplo, y = x e y = —x.
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Angulos

@ Sejam a4 e ap 0s angulos formados pelas inclinagdes das
retas /; e b com o eixo do x, respectivamente.

@ Seja f = ap — aq 0 angulo entre as retas /4 e b:

tg 0 =tg (a2 — 1) (10)
° Mas ol 8@ G0 )
J “1+1g(a) tg (b)
pois
i b — sen(a—b) sen(a) cos (b) — cos (a) sen (b)
9(a-b) = cos (a—b)  cos (a) cos (b) + sen (a) sen (b)
(12)
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sen(a) cos(b)  cos(a) sen(b) sen(a)  sen(b)
__ cos(a) cos(b) cos(a) cos(b)  cos(a) cos(b)

tg(a o b) " cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b) — 14+ sen(a) sen(b) (13)
cos(a) cos(b) cos(a) cos(b)

cos(a) cos(b)

lgas — fgay M2 —my
1+ lgas tgaq 1+ moimy

tgo =

pois m = tga.
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Ponto mais proximo

@ Um subproblema muito util é identificar o ponto na reta /
que é mais perto a um dado ponto p.

@ Este ponto mais perto situa-se na reta que € perpendicular
al:

closest_point (point p_in, line 1, point p_c)
{
line perp; /% perpendicular to 1 through (x,y) =*/

if (fabs(l.b) <= EPSILON)
{ /* vertical line x/

p_c[X] = -(l.c);
p_cl[Y] = p_in[Y];
return;

}

if (fabs(l.a) <= EPSILON)
{ /+ horizontal line x/

p_c[X] = p_in[X];
p_clY] = -(l.c);
return;

}

point_and_slope_to_line(p_in,1/1l.a,&perp); /* non-degenerate line =/
intersection_point (1,perp,p_c);
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Tridngulos e Trigonometria

@ Raios sdo meias-retas que originam de algum vértice v,
chamado de origem.

@ Todo raio € completamento descrito por uma equacao de
reta, origem e diregdo ou origem e um outro ponto no raio.

@ Um angulo é a uniao de dois raios compartilhando um
mesmo ponto final.

@ Trigonometria é o ramo da matematica que trata dos
angulos e de suas medidas.
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Angulos retos

Duas unidades para medir angulos: radianos e graus.
De 0 a 27 radianos ou de 0 a 360 graus.

Radianos é melhor computacionalmente, pois as
bibliotecas de trigonometria usam radianos.

Um éngulo reto mede 90° ou 7 radianos.
Angulos retos se formam na intersecéo de duas retas
perpendiculares.

@ Eixos de coordenadas retilineas: dividem o espaco de
360° ou 27 radianos em quatro angulos retos.
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Teorema de Pitagoras e Funcdes trigonométricas

@ Cada par de raios com um ponto final em comum define
dois angulos, um angulo interno de a radianos e um
angulo externo de 27 — a radianos.

@ Um tridngulo é chamado de retangulo se contém um
angulo interno reto.

@ Tridngulos retangulos sao faceis de se trabalhar por causa
do feorema de Pitagoras.

@ As funges trigonométricas seno e cosseno sao definidas
como as coordenadas-x e y de pontos no circulo unitario
centrado em (0, 0).

@ Portanto os valores do seno e cosseno variam de -1 a 1.

@ Além disso, as duas fung¢des sdo realmente a mesma
coisa, ja que cos(f) = sen(f + 7).
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QOutra funcao trigopnométrica

@ Uma terceira importante fungao trigonométrica é a

tangente, definida como a raz&o do seno e cosseno.
__ sen(H)

@ Portanto, tg(0) = c0s(0)
quando cos(d) =0em 6§ =% e = 3F.

@ Estas fungdes séo importantes para permitir que sejam
relacionados os comprimentos de quaisquer dois lados de
um triangulo retangulo T com os angulos nao retos de T.

@ Lembre-se de que a hipotenusa € o lado maiorem T,
oposto ao angulo reto.

@ Os outros dois lados em T sdo lados oposto e adjacente
em relacdo a um angulo a (nao reto).

que é bem definida, exceto
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Funcdes trigonométricas

| adjacente |

cos(a) = | hipotenusa | (15)
| oposto |

sen(a) = | hipotenusa | (16)
| oposto |

= 17

9(a) | adjacente | (17)

@ Funcoes inversas: arccos, arcsen e arclg.

@ Funcdes trigonométricas sdo computadas usando
expansoes de séries de Taylor: bibliotecas ja as incluem!

@ Funcoes trigonométricas tendem a ser instaveis:
0 ~ arcsen(sen(f)), para angulos grandes ou pequenos.
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Funcdes trigonométricas [2]

O angulo o é 30°

no exemplo (7/6 em
radianos). O seno de «,
/ 1 que é a altura da linha

vermelha, é

sina =1/2.

N[ —

sina Pelo teorema de
Sin o fan o = ————  Pitagoras tem-se
- COS ¥ cos?a +sina = 1.

(0] ‘ Portanto, o comprimento
' X da linha azul, que é o
COS « 1 cosseno de «, deve ser

/ COSQ:W:%\/@

Isto mostra que tan o,
que é a altura da linha
laranja, é

N =

N —

sin o
tana =
C

=1/V3.

0S ¢
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Lei dos Senos

@ Duas férmulas trigonométricas poderosas habilitam a
computagéo de propriedades importantes dos triangulos.

@ A Lei dos Senos prové o relacionamento entre lados e
angulos em qualquer triangulo.

@ Para angulos A, B e C, e lados opostos a, b e c:

a b c
senA senB senC

Jodo Luis G. Ros 011 - SCC-211: XIIl. Geometria
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Lei dos Cossenos

@ A Lei dos Cossenos é uma generalizagao do teorema de
Pitagoras para angulos nao retos.

@ Para qualquer triangulo com angulos A, B e C, e lados
opostos a, be c:

& = b? + c® —2bc cos A (19)
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Resolver triangulos

@ Resolver triangulos é a arte de derivar os angulos e
comprimentos de lados desconhecidos de um dado
triangulo. Duas categorias:

@ Dados dois dngulos e um lado, ache o resto: achar o
terceiro angulo é facil, pois os trés angulos devem somar
180° = = radianos. A Lei dos Senos permite achar os
comprimentos dos lados faltantes.

@ Dados dois lados e um dngulo, ache o resto: Se o angulo
fica entre os dois lados, a Lei dos Cossenos permite que se
ache o comprimento do terceiro lado. A Lei dos Senos
permite que se resolva os angulos desconhecidos. De
outra forma, pode-se usar a Lei dos Senos e a propriedade
da soma dos angulos para determinar todos os angulos e
entdo a Lei dos Senos para obter a comprimento do
terceiro lado.

1-SCC-211: XIll. Geometria
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Resolver triangulos

@ A drea A(T) de um tridngulo T é dada por A(T) = (
onde a € a altura e b é a base do tridngulo.

@ A base é qualquer um dos lados enquanto que a altura é
distancia do terceiro vértice a esta base.

@ A altura pode ser calculada via trigopnometria ou teorema
de Pitdgoras, dependendo do que se conhece sobre o
triangulo.

@ Uma outra abordagem para computar a area de um
triangulo é a partir da sua representagao de coordenadas.

)ab,

N —
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Resolver triangulos

@ Usando élgebra linear e determinantes, pode-se mostrar
que a area A(T) do tridngulo T = (a, b, ¢) é:

ax ay 1
2-AT)=| bx b, 1 |=axb,—abx+ acx— axcy + bxc, — cxby
cx ¢ 1

double signed_triangle_area(point a, point b, point c)
{
return( (a[X]*b[Y] - alY]*b[X] + al[Y]*c[X]
- alx]xcl[Y] + b[X]*c[Y] - c[X]*b[Y]) / 2.0 );
}

double triangle_area(point a, point b, point c)
{
return( fabs(signed_triangle_area(a,b,c)) );

}

- SCC-211: XlIl. Geometria
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Representacao de circulos

@ Um circulo é definido como o conjunto de pontos a uma
dada distancia (ou raio) de seu centro, (X¢, yc)-

@ Um disco € um circulo mais seu interior, ou seja, o
conjunto de pontos a uma distancia no maximo r de seu
centro.

@ Representagdo: Um circulo pode ser representado de
duas formas basicas, ou como triplas de pontos
fronteiricos ou pelo seu centro/raio.

@ Para muitas aplicagdes, a representacao centro/raio é
mais conveniente:

typedef struct {
point c; /x center of circle x/
double r; /* radius of circle */
} circle;

Jodo Luis G. Ros 011 - SCC-211: XIIl. Geometria
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Equacgéo de um circulo

@ A equacao de um circulo segue diretamente de sua
representacao centro/raio.

@ Como a distancia entre dois pontos é definida como
V(X1 — x2)2 + (y1 — ¥2)?, a equagao de um circulo de raio
rér=+/(x—x:)?2+(y — yc)? ou, equivalentemente,
r?=(x—xc)? + (¥ — yo)*-

@ Circunferéncia e area: Muitas quantidades importantes
associadas com circulos sao faceis de computar.

@ A area A e a circunferéncia (comprimento da fronteira) C
de um circulo dependem da constante magica
7 = 3.1415926.

@ A=nr?e C = 2xr. Odiametro é 2r.
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Tangente

@ Tangente é uma reta x que interseciona o limite de um
circulo ¢ em exatamente um ponto.

@ Note que o tridngulo com lados r, d e x é um triangulo
retangulo: pode-se calcular x pelo teorema de Pitagoras.

@ De x, pode-se calcular o ponto tangente ou 0 angulo a.

@ A distancia d de O ao centro C é computada usando a

féormula da distancia.

Jodo Luis G. Rosa © 2011 - SCC-211: Xlll. Geometria
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Circulos interagentes

@ Dois circulos ¢y e ¢» de raios distintos r; e r. podem
interagir de varias formas.

@ Os circulos intersecionarao se e apenas se a distancia
entre seus centros for no maximo ry + r».

@ O circulo menor (por exemplo, ¢;) estara completamente
contido em ¢, se e apenas se a distancia entre seus
centros mais ry € Nno mMaximo r».

@ O caso restante é quando ¢ e ¢, intersecionam-se em
dois pontos.
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Circulos interagentes

@ Os pontos de interseg¢ao formam triangulos com os dois
centros cujos comprimentos dos lados sao determinados
(ry, ro e a distancia d entre os centros), tal que angulos e
coordenadas podem ser computados quando necessario:

Jodo Luis G. Ros 011 - SCC-211: XIIl. Geometria



Segmentos de reta e intersecao
Poligonos e computagdes angulares
Geometria Computacional Triangulagao: algoritmos e problemas relacionados

Sumario

Q Geometria Computacional
@ Segmentos de reta e intersegéo

SCC-211: XIlIl. Geometria



Segmentos de reta e intersecao
Poligonos e computagdes angulares
Geometria Computacional Triangulagao: algoritmos e problemas relacionados

Introducao

@ Computacado geométrica tem se tornado muito importante
em aplicagbes como computacao grafica, robdtica e
projeto auxiliado por computador, porque a forma é uma
propriedade inerente de objetos reais.

@ Mas, a maioria dos objetos do mundo real ndo sao feitos
de retas que vao ao infinito.

@ Na verdade, os programas de computador representam a
geometria como arranjos de segmentos de reta.

@ Curvas ou formas fechadas podem ser representadas por
colecdes de segmentos de reta ou poligonos.

@ Portanto, geometria computacional pode ser definida
como a geometria de segmentos de reta e poligonos.
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Segmentos de reta e intersegao

@ Um segmento de reta s é a porgdo de uma reta / que se
situa entre dois pontos dados, inclusive.

@ Portanto, segmentos de reta sdo naturalmente
representados por pares de pontos finais:

typedef struct {
point pl,p2; /* endpoints of line segment x/
} segment;

@ A mais importante primitiva geométrica para segmentos
que testa se um dado par se interseciona provou-se
complicada por causa de casos especiais.

@ Dois segmentos podem se situar em retas paralelas,
significando que eles ndo se intersecionam.

@ Um segmento pode intersecionar o ponto final do outro, ou
os dois segmentos podem se situar em cima um do outro,
de forma que eles intersecionam um segmento, em vez de
um unico ponto.
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Segmentos de reta e intersegao

@ Este problema de casos especiais geométricos, ou
degeneragdo, complica muito o problema de escrever
implementacdes robustas de algoritmos de geometria
computacional.

@ Leia com atengao a especificagédo do problema para
checar se nao havera retas paralelas ou segmentos
sobrepostos.

@ Sem essa garantia, deve-se programar defensivamente e
tratar cada caso.

@ A maneira correta de tratar a degeneragéao € basear toda a
computagdo em um pequeno namero de primitivas
geométricas construidas cuidadosamente.
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Segmentos de reta e intersegao

bool segments_intersect (segment sl, segment s2)

{
line 11,12; /+ lines containing the input segments */
point p; /% intersection point */

points_to_line(sl.pl,sl.p2,&11);
points_to_line(s2.pl,s2.p2,&12);

if (same_lineQ(11,12)) /* overlapping or disjoint segments =/
return( point_in box(sl.pl,s2.pl,s2.p2) ||
point_in_box(sl.p2,s2.pl,s2.p2) ||
point_in_box(s2.pl,sl.pl,sl.p2) ||
point_in_box(s2.p2,sl.pl,sl.p2) );
if (parallelQ(1l1,12)) return (FALSE) ;
intersection_point (11,12,p);

return( point_in_box(p,sl.pl,sl.p2) && point_in box(p,s2.pl,s2.p2) );

11: Xlll. Geometria
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Segmentos de reta e intersegao

@ Usa-se as rotinas de interse¢do de linha para achar um
ponto de intersecdo se existir.

@ Caso positivo, a questéo é se este ponto fica na regiao
definida pelos segmentos de linha.

@ Isto é testado verificando se o ponto de intersecao se situa
na caixa que envolve cada segmento de linha, que é
definida pelos pontos finais de cada segmento:

bool point_in_box (point p, point bl, point b2)
{
return( (p[X] >= min(b1([X],b2[X])) && (p[X] <= max(b1l[X],b2[X]))
&& (p[Y] >= min(b1[Y],b2([Y])) && (p[Y] <= max(bl[Y],b2[Y])) );
}

@ Intersegcédo de segmentos também pode ser testada
usando uma primitiva para checar se trés pontos
ordenados estéo situados em uma diregéao anti-horéria.
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Introducao

@ Poligonos sao cadeias fechadas de segmentos de retas
que nao se intersecionam.

@ Fechadas significa que o primeiro vértice da cadeia é igual
ao ultimo.

@ A nao intersegao significa que pares de segmentos
encontram-se apenas nos pontos finais.

@ S3ao as estruturas basicas para descrever formas no plano.

@ Ao invés de listar explicitamente os segmentos (ou lados)

do poligono, pode-se implicitamente representa-los
listando os n vértices em ordem em volta do poligono.

@ Portanto um segmento existe entre o j-ésimo e o
(i + 1)-ésimo pontos na cadeiapara0 <i<n-—1.
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Poligono convexo

@ Estes indices sao calculados mod n para assegurar que
ha uma aresta entre o primeiro e o Ultimo ponto:

#define MAXPOLY 200 /+ maximum number of points in a polygon =*/

typedef struct {

int n; /+ number of points in polygon */
point p[MAXPOLY]; /* array of points in polygon */
} polygon;

@ Um poligono P é convexo se qualquer segmento de reta
definido por dois pontos dentro de P se situa inteiramente
dentro de P, isto €, se ndo houver “buracos” ou “carogos”
tal que o segmento possa sair e re-entrar em P.

@ Isto implica que todos os angulos internos em um poligono
convexo devem ser nao-reflexos; isto &€, no maximo 180°
ou 7 radianos.
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Computacao de angulos

@ Computar o angulo definido entre trés pontos ordenados é
um problema complicado.

@ Pode-se evitar a necessidade de conhecer os angulos
reais na maioria dos algoritmos geométricos usando o
predicado anti-horario ccw (a, b, c) .

@ Esta rotina testa se o ponto c fica a direita da reta
direcionada que vai do ponto a ao ponto b.

@ Caso positivo, 0 angulo formado de a a ¢ de uma maneira
anti-horaria em volta de b é nao-reflexo, dai o nome do
predicado.

@ Caso negativo, o ponto ou fica a esquerda de ab ou os
trés pontos sao colineares.

Jodo Luis G. Ros 011 - SCC-211: XIIl. Geometria



Segmentos de reta e intersegao
Poligonos e computagdes angulares
Geometria Computacional Triangulagao: algoritmos e problemas relacionados

Computacao de angulos

@ Estes predicados podem ser computados usando a funcao
signed_triangle_area ().

@ Ocorre area positiva se o ponto ¢ estd a esquerda de ab.

@ Area zero ocorre se os trés pontos sdo colineares.

bool ccw(point a, point b, point c)
{

double signed_triangle_areal();

return (signed_triangle_area(a,b,c) > EPSILON);
}

bool cw(point a, point b, point c)
{

double signed_triangle_area();

return (signed_triangle_area(a,b,c) < - EPSILON);
}
bool collinear (point a, point b, point c)
{

double signed_triangle_areal();

return (fabs(signed_triangle_area(a,b,c)) <= EPSILON);
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Envoltoria convexa

@ A envoltdria convexa é para a geometria computacional o
que a ordenacao é para outros problemas algoritmicos, um
primeiro passo para aplicar a dados nao estruturados, tal
que pode-se fazer mais coisas interessantes a partir dele.

@ A envoltdria convexa C(S) de um conjunto de pontos S € o
menor poligono convexo que contém S (esquerda(/)):
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Envoltoria convexa

@ Ha quase tantos algoritmos diferentes para envoltéria
convexa quanto ha para ordenacao.

@ O algoritmo de Graham ordena os pontos em ordem
angular ou da esquerda para a direita e depois insere 0s
pontos na envoltéria nesta ordem.

@ Pontos da envoltéria prévios tornados obsoletos pela
ltima insergao sao apagados.

@ A implementagéo a seguir é baseada na versao de Gries e
Stojmenovi’c para o algoritmo de Graham, que ordena os
vértices por dngulo em volta do ponto mais abaixo e mais
a esquerda.

@ Observe que ambos os pontos mais a esquerda € mais
abaixo devem estar na envoltoria, porque eles nao podem
estar situados dentro de algum outro tridngulo de pontos.
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Envoltoria convexa

@ O Joop principal do algoritmo insere os pontos em ordem
angular crescente em volta deste ponto inicial.

@ Por causa desta ordenagéo, o ponto recém inserido deve
se situar na envoltéria dos pontos inseridos até o
momento.

@ Esta nova insergéo pode formar um triangulo contendo os
pontos anteriores da envoltéria que agora devem ser
apagados.

@ Estes pontos ficardo no final da cadeia como as insercoes
sobreviventes mais recentes.
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Envoltoria convexa

@ O critério de apagamento é se a nova insergao forma um
angulo reflexo com os dois ultimos pontos na cadeia
(apenas angulos nao-reflexos aparecem em poligonos
CoNnvexos).

@ Se 0 angulo é muito grande, o ultimo ponto na cadeia tem
de sair.

@ Continua-se até que um angulo pequeno suficiente seja
criado ou que acabem os pontos.

@ Usa-se o predicado ccw () para testar se o angulo é
grande demais:
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Envoltoria convexa

point first_point; /+ first hull point x/
convex_hull (point in[], int n, polygon xhull

{

int i; /+ input counter */

int top; /% current hull size x/

bool smaller_angle();

if (n <= 3) { /+ all points on hull! */

for (i=0; i<n; i++)
copy_point (in[i],hull->p[i]);
hull->n = n;
return; }
sort_and_remove_duplicates (in, &n);
copy_point (in[0], &first_point);
gsort (&in[1], n-1, sizeof (point), smaller_angle);
copy_point (first_point,hull->p[0]);
copy_point (in[1],hull->p[1l]);
copy_point (first_point,in[n]); /* sentinel to avoid special case */
top = 1;
i=2;
while (i <= n) {
if (cw(hull->p[top-1], hull->p[top], in[i]))
top = top-1; /* top not on hull x/
else {
if (!collinear (hull->p[top - 1], hull->p[top], in[i]))
top = top+l;
copy_point (in[i],hull->p[top]);
i= i+1; } }
hull->n = top;
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Envoltoria convexa

@ Esta implementag&o naturalmente evita a maioria dos
problemas de degeneracao.

@ Um problema é quando trés ou mais pontos de entrada
sao colineares, principalmente quando um destes pontos é
0 ponto mais a esquerda e mais abaixo da envoltéria
(inicio).

@ Se houver descuido, pode-se incluir trés vértices
colineares em um lado da envoltéria.

@ Este problema é resolvido ordenando-se por angulo de
acordo com a distancia do ponto inicial da envoltéria.

@ O mais distante destes pontos colineares € inserido por
ultimo: assegura-se que ele permanece na envoltéria final
em vez de seu grupo angular.
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Envoltoria convexa

bool smaller_angle(point *pl, point *p2)
{
if (collinear (first_point, *xpl,*p2)) {
if (distance(first_point, *pl) <= distance (first_point, «p2))
return(-1);
else
return(l);
}
if (ccw(first_point, *xpl, *p2))
return(-1);
else
return(l);

@ O caso restante (degenerado) diz respeito a pontos
repetidos.

@ Que angulo é definido entre trés ocorréncias do mesmo
ponto?

@ Para eliminar este problema, remove-se copias duplicadas
de pontos quando ordena-se para identificar o ponto da
envoltéria mais a esquerda e mais abaixo.
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Envoltoria convexa

sort_and_remove_duplicates (point in[], int =n)

{

int i; /% counter x/
int oldn; /+ number of points before deletion */
int hole; /+ index marked for potential deletion */

bool leftlower();
gsort (in, n, sizeof (point), leftlower);

oldn = *n;
hole = 1;
for (i=1; i<oldn; i++) {
if ((in[hole-1][X] == in[i][X]) && (in[hole-1][Y] == in[i][Y]))
(*n) —;
else {

copy_point (in[i], in[hole]);
hole = hole + 1;
}
}
copy_point (in[oldn-1],in[hole]);
}

bool leftlower (point xpl, point xp2)

if ((*pl) [X] < (#p2)[X]) return (-1);

if ((*pl) [X] > (#p2)[X]) return (1);

if ((+pl) [Y] < (#p2) [Y]) return (-1);

if ((xpl) [Y] > (*p2)[Y]) return (1);
)




Segmentos de reta e intersegao
Poligonos e computagées angulares
Geometria Computacional Triangulagao: algoritmos e problemas relacionados

Envoltoria convexa

@ Sobre convex_hull: uso de sentinelas para simplificar o
codigo.

@ Copia-se o ponto origem no final da cadeia de inser¢ao
para evitar o teste explicito da condicao de envoltoria.

@ Depois apaga-se implicitamente este ponto duplicado,
atribuindo apropriadamente ao contador de retorno.

@ Finalmente, note que a ordenacéo de pontos é por
angulos sem nunca ter realmente computado os angulos.

@ O predicado ccw faz o servigo.
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Triangulagao

@ Achar o perimetro de um poligono é facil: calcule o
comprimento de cada lado usando a férmula da distancia
euclidiana e some.

@ Computar a area de “manchas” irregulares € mais dificil.

@ Aideia € dividir o poligono em tridngulos nao sobrepostos
e somar suas areas.

@ Esta operacao é chamada de triangulagéao.

@ Triangular um poligono convexo é facil: basta conectar um
dado vértice v a todos os outros n — 1 vértices.

@ Desta forma, divide-se um poligono P em triangulos

usando cordas que ndo se intersecionam e que se situam
completamente dentro de P.
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Triangulagao

@ Pode-se representar a triangulacado ou listando as cordas
ou, como é feito aqui, com uma lista explicita dos indices
dos vértices em cada triangulo:

typedef struct {
int n; /+ number of triangles in triangulation */
int t[MAXPOLY] [3]; /* indicies of vertices in triangulation =/
} triangulation;

@ Muitos algoritmos de triangulacao de poligonos séao

conhecidos e 0 mais eficiente “roda” em tempo linear do
namero de vértices.

@ O algoritmo mais simples para programar € baseado no
corte da orelha.
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Algoritmo de Van Gogh

@ Uma orelha de um poligono P é um tridngulo definido por
um vértice v e seus vizinhos da esquerda e da direita (/ e
r), tal que o tridngulo (v, /, r) se situa completamente
dentro de P.

@ Como Iv e vi sdo segmentos limitrofes de P, a corda que
define a orelha é rl.

@ Sob quais condicoes esta corda pode estar na
triangulagéo?

@ Primeiro, rl deve se situar completamente no interior de P.

@ Para isso acontecer, primeito /vr deve definir um angulo
nao-reflexo.

@ Segundo, nenhum outro segmento do poligono pode ser
cortado por esta corda, sendo um pedaco sera retirado do
triangulo.
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Algoritmo de Van Gogh

@ O fato importante é que todo poligono sempre contém
uma orelha; na verdade, duas no minimo para n > 4.

@ Algoritmo: teste cada um dos vértices até achar uma
orelha.

@ Adicionando a corda associada corta-se a orelha,
decrementando o numero de vértices.

@ O poligono restante deve também ter uma orelha, tal que

continua-se a cortar recorrentemente até que apenas trés
vértices sejam mantidos, ficando um triangulo.
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Algoritmo de Van Gogh

@ Testar se um vértice define uma orelha tem duas partes.
@ Para o teste do angulo: novamente os predicados ccw/cw.

@ Deve-se verificar se as expectativas estao consistentes
com a ordem dos vértices do poligono.

@ Assume-se que os vértices sejam rotulados em uma
ordem anti-horaria em volta do centro virtual (veja ).

@ A reversao da ordem do poligono requereria trocar o sinal
no teste do angulo.
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Algoritmo de Van Gogh

Figure: Triangulagao de um poligono via algoritmo de Van Gogh
(corte da orelha), com triangulos rotulados na ordem da insercéo
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Algoritmo de Van Gogh

bool ear_Q(int i, int j, int k, polygon *p)
{

triangle t; /* coordinates for points i,j,k %/
int m; /* counter =/
bool cw();

copy_point (p—>p[i],t[0]);
copy_point (p=>p[]],t[1]);
copy_point (p->p[k],t[2]);

if (cw(t([0],t[1],t[2])) return(FALSE);

for (m=0; m<p->n; m++) {
if ((m!=1i) && (m!=3j) && (m!=k))
if (point_in_triangle(p->p[m],t)) return(FALSE);
}

return (TRUE) ;

11: Xlll. Geometria



Segmentos de reta e intersegao
Poligonos e computagdes angulares
Geometria Computacional Triangulagao: algoritmos e problemas relacionados

Algoritmo de Van Gogh

@ Para o teste de corte de segmento, é suficiente testar se
existe um vértice que se situa dentro do tridangulo induzido.

@ Se o tridngulo estiver vazio de pontos, o poligono deve
estar vazio de segmentos porque P néo se
auto-interseciona.

@ A principal rotina de triangulagéo limita-se a testar a
“orelhidade” dos vértices e subtrai-los quando
encontrados.

@ Uma propriedade da representagao do poligono como
vetor de pontos € que os dois vizinhos imediatos do
vértice i sdo facilmente encontrados nas posigoes (i —1) e
(i+ 1) do vetor.
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Algoritmo de Van Gogh

@ Porém esta estrutura nao suporta apagamento de vértice:
deve-se definir vetores auxiliares / e r que apontem para
0s vizinhos esquerdo e direito correntes de todo ponto
remanescente no poligono:
triangulate (polygon xp, triangulation xt)

{
int 1[MAXPOLY], r[MAXPOLY]; /+ left/right neighbor indices x/

int i; /+ counter =/

for (i=0; i<p->n; i++) { /% initialization =/
1[(i] = ((i-1) + p->n) % p->n;
r{i] = ((i+l) + p->n) % p->n;

}

t->n = 0;

i = p->n-1;

while (t->n < (p->n-2)) {
i=r[i];

if (ear_Q(1([il,i,r[il,p)) |
add_triangle(t,1[i],i,r[i],p);
10 r(di] ) = 1(i);
r[ 1[i] ] = rl[i];
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Computacdes de areas

@ Pode-se computar a area de qualquer poligono
triangulado somando as areas de todos os tridangulos.

@ Entretanto, existe um algoritmo mais atraente baseado na
nogao de areas com sinal para triangulos, usadas como
base para a rotina ccw.

@ Somando as 4reas com sinal dos triangulos definidos por
um ponto arbitrario p com cada segmento do poligono P,
chega-se na area de P, porque os tridngulos com sinal
negativo cancelam a area fora do poligono:

1
(Xi * Yit1 — Xit1 - Vi) (20)

n

@ onde todos os indices sdo calculados como o0 médulo do
nlimero de vértices.
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Localizacao de pontos

@ O algoritmo de triangulacéo define um vértice como uma
orelha apenas quando o triangulo associado nao contém
outros pontos.

@ Portanto, testar orelha requer o teste se um dado ponto p
se situa dentro de um tridngulo t.
@ Triangulos sdo sempre poligonos convexos.

@ Um ponto se situa dentro de um poligono convexo se
estiver a esquerda de cada uma das retas direcionadas
piPi+1, onde os vértices do poligono sdo representados
em ordem anti-horaria.

@ O predicado ccw permite tomar as decisées:
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Localizacao de pontos

bool point_in_triangle (point p, triangle t)
{

int i; /* counter x/

bool cw();

for (i=0; i<3; i++)
if (cw(t[i],t[(i+1)%3],p)) return(FALSE);

return (TRUE) ;

@ Este algoritmo decide a localizacao do ponto (em P ou
fora?) para poligonos convexos.

@ Para poligonos gerais ha uma solu¢ao que usa o cédigo ja
apresentado.

@ Corte da orelha necessita testar se um dado ponto se
situa dentro de um dado triangulo.

@ Pode-se usar triangulate para dividir o poligono em
células triangulares para verificar se contém o ponto.

@ Se uma delas contiver, o ponto esté no poligono.
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Localizacao de pontos

@ A triangulacdo € uma solucao pesada para este problema:
ha um algoritmo mais simples baseado no teorema da
curva de Jordan, que estabelece que todo poligono ou
figura préxima tem um lado de dentro e um lado de fora.

@ N&o se pode ir de um para outro sem cruzar a fronteira.
@ Isto fornece o seguinte algoritmo ilustrado na

@ Suponha que se desenhe uma reta / que comeca de fora
do poligono P e vai até um ponto g.

o Se esta reta cruza a fronteira do poligono um numero par
de vezes antes de chegar a g, o ponto deve se situar fora
de P. Por que?

@ Se comecarmos fora do poligono, entao todo par de
cruzamentos de fronteira deixa-nos do lado de fora.

e Portanto, um ndmero impar de cruzamentos coloca-nos
dentro de P.
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Localizacao de pontos

Figure: A paridade par/impar do numero de cruzamentos de fronteira
determina se um dado ponto esta dentro ou fora de um dado
poligono.
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Exercicios para Nota

@ The Skyline Problem (105)
@ Points in Figures: Rectangles (476)
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The Skyline Problem (105)

@ Background

e With the advent of high speed graphics workstations, CAD
(computer-aided design) and other areas (CAM, VLSI
design) have made increasingly effective use of computers.
One of the problems with drawing images is the elimination
of hidden lines — lines obscured by other parts of a drawing.

@ The Problem

@ You are to design a program to assist an architect in
drawing the skyline of a city given the locations of the
buildings in the city. To make the problem tractable, all
buildings are rectangular in shape and they share a
common bottom (the city they are built in is very flat). The
city is also viewed as two-dimensional. A building is
specified by an ordered triple (L;, H;, R;) where L; and R;
are left and right coordinates, respectively, of building / and
H; is the height of the building.
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The Skyline Problem (105)

@ The Problem (cont.)

e In the diagram below buildings are shown on the left with
triples (1,11,5), (2,6,7), (3,13,9), (12,7,16), (14,3,25),
(19,18,22), (23,13,29), (24,4,28)
the skyline, shown on the right, is represented by the
sequence: (1,11, 3,13,9,0, 12,7, 16, 3, 19, 18, 22, 3, 23,
13, 29, 0)
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The Skyline Problem (105)

@ The Input

e The input is a sequence of building triples. All coordinates
of buildings are positive integers less than 10,000 and there
will be at least one and at most 5,000 buildings in the input
file. Each building triple is on a line by itself in the input file.
All integers in a triple are separated by one or more spaces.
The triples will be sorted by L;, the left x-coordinate of the
building, so the building with the smallest left x-coordinate
is first in the input file.
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The Skyline Problem (105)

@ The Output

e The output should consist of the vector that describes the
skyline as shown in the example above. In the skyline
vector (vq, Vo, V3, -+, Vp_2, Vo_1, Vp), the v; such that i is an
even number represent a horizontal line (height). The v;
such that i is an odd number represent a vertical line
(x-coordinate). The skyline vector should represent the
“path” taken, for example, by a bug starting at the minimum
x-coordinate and traveling horizontally and vertically over
all the lines that define the skyline. Thus the last entry in
the skyline vector will be a 0. The coordinates must be
separated by a blank space.
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@ Sample Input
1115
267
313 9
12 7 16
14 3 25
19 18 22
23 13 29

24 4 28

@ Sample Output
111 313 9012 7 16 3 19 18 22 3 23 13 29 0
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Points in Figures: Rectangles (476)

Given a list of rectangles and a list of points in the x-y plane,
determine for each point which figures (if any) contain the point.

@ Input

e There will be n(< 10) rectangles descriptions, one per line.
The first character will designate the type of figure (“r” for
rectangle). This character will be followed by four real
values designating the x-y coordinates of the upper left and
lower right corners.

e The end of the list will be signaled by a line containing an
asterisk in column one.

e The remaining lines will contain the x-y coordinates, one
per line, of the points to be tested. The end of this list will
be indicated by a point with coordinates 9999.9 9999.9;
these values should not be included in the output.

e Points coinciding with a figure border are not considered
inside.
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@ Output
e For each point to be tested, write a message of the form:
Point i1 is contained in figure j

e for each figure that contains that point. If the point is not
contained in any figure, write a message of the form:

Point i is not contained in any figure

e Points and figures should be numbered in the order in
which they appear in the input.
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Sample Input

r 8.5 17.0 25.5 -8.5
r 0.0 10.3 5.5 0.0

r 2.5 12.5 12.5 2.5
*

2

4

6.

.0 2.0
.7 5.3
9 11.2
20.0 20.0
17.6 3.2
-5.2 -7.8
9999.9 9999.9
Sample Output
Point 1 contained in figure 2
Point 2 is contained in figure 2
Point 2 is contained in figure 3
Point 3 is contained in figure 3
Point 4 is not contained in any figure
Point 5 is contained in figure 1
Point 6 is not contained in any figure
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Figure: Diagram of sample input figures and data points
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Referéncias |

¥ [1] Skiena, Steven S.; Revilla, Miguel A.
Programming Challenges - The Programming Contest
Training Manual - chapters 13 and 14.
Springer, 2003.

[§ [2] The TikZ and PGF manual
Example: A picture for Karl’s students.
http:
//www.texample.net/tikz/examples/tutorial/
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