8. INFERENCIA PARA DUAS
POPULACOES
2014



8.1. Populacbes independentes com distribuicao normal
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Obs. Se a distribuicao de X e/ou Y n&o for normal, os resultados sao
validos aproximadamente.




Testes de hipoteses sobre Y, — 1,

X,,...,X €& uma amostra aleatoria de tamanho n de uma populagdo com
distribuigao normal com media y, e variancia g 2.

Y,,...,Y_ € uma amostra aleatoria de tamanho m de uma populagao com
distribuigdo normal com meédia p, e variancia o,2.

As duas populacdes sao independentes.
(i) Formulagao das hipoteses:

Hy:p —u, = A Hy:p—p, = A, Hy:p —u, = A
}{I:yl_ﬂ2<Aq }{l:ﬂl_ﬂ2>Aq ﬁliﬂl_ﬂziAoj
A esquerda A direita Bilateral

sendo que A, € uma constante conhecida (valor de teste). A, = 0
corresponde a igualdade das duas médias.




Testes de hipoteses sobre Y, — 1,

(ii) Estatistica de teste _ _
0e0; - z- 21708
(@) V1 2 conhecidas: ;7 + 77 sobH,

n m

N(O0,1).

(b) o =o =o desconhecida:

_ X-Y-Ah,
= 11 ~  Luw-2 (distribuicdo t de Studentcomn+m—2 g.l.)
S2H+ H sob Hy
"In m[
_ 2 _ 2
emque S, - (n- DS * (m2 D3 é a variancia combinada (pooled variance),
ntm-
1 n _ 1 m .
S7 = X, - X) e S;= Y, —Y)>.
1 1 — 1 ZZI ( i ) 2 1 — 1 ZZI ( i )
X-Y-4h,

t,, aproximadamente,

(c) o’ # 0., ambas desconhecidas: 7:——=— ~ ¢
1 ’ /S71+ sz sob Hy
n m

2
S, S
n m
(S2/n)*, (Si/m)*

n-1 m-1

emque g -




Testes de hipoteses sobre Y, — 1,

(iii) Regiao critica para um nivel de significancia a escolhido:

Hit iy — 1y < Ay Hi by — 1y > Ay Hit by — My 7 Ay

R ={Z<-q

R ={T<-d

21> d

1> d

(iv)SeZl Rc ouTIO Rg, rejeita-se Hy; caso contrario, ndo se rejeita Hy.

Obs. Nas regides criticas com Z e T o valor de c ndo € o mesmo.




IC para p,; — 1,

Estimador pontual para g, — - X - Y.

De forma analoga ao Cap. 7, um intervalo de confiancga (IC) de
100(1 — a)% para |, — U, € dado por

IC=[L;U]=[X-Y-EX-Y+E],

sendo que E é o erro maximo do IC.

) )
(a) Cf‘e q-conhecidas: E=z /ZX\/ L+ =2

(b) Of' :0; =0 desconhecida: E - 0 i2mim-2 XS, ¥t —

d‘#d— 2 2
(c) & ¥, ambas desconhecidas: E =t . \/Sl n 55 .
2 n m

Calculo de g na lamina 4.




|IC para |, — |, e testes de hipoteses

O teste da hipotese H,: 1, — 1, = A contra H,: W, — W, # Aya um nivel de
significancia a pode ser efetuado utilizando um IC com coeficiente de
confianca iguala 1 — q.

Construimos o IC de 100(1-a)% para y, — W, , dado por
1 2

[L;U]=[X-Y-E;X-Y+ E],
sendo que no calculo do erro maximo (E) utilizamos a lamina 6.

Se A, U IC, rejeitamos H,; caso contrario, n&o rejeitamos H,.




8.2. Populacbes dependentes com distribuicao normal

X N(,, '912) Yro N(u,, Gzz)

Populacgao 1 \ / Populacgao 2
Pares: (X,,Y),(X,,Y,), -, (X, .,Y).

Diferenga: D =X-Y com py, =E(X-Y)=EX)-E(Y)=, -, e
var(D) = 0,2
Calculamos D, =X, -Y,,...., D, =X -Y,,

D=
_ g2
Distribuicdo: D ~ NEM D,—DE.

Obs. Se a distribuicdo de D nio for normal, o resultado é valido aproximadamente.
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Testes de hipoteses sobre p, — L,

D,,...,.D, € uma amostra aleatoria de tamanho n de uma populagdo com
distribuigao normal com media |, e variancia o>

(i) Formulacao das hipoteses:

Hy:pup =A H,:pp, =A, Hy:pu, =A,
!_II:MD{‘A[L }_113/11)>Aq ﬁ]iﬂaiAoz
A esquerda A direita Bilateral

sendo que A, € uma constante conhecida (valor de teste). A, = 0
corresponde a igualdade das duas meédias (U = |, — W,)-

(ii) Estatistica de teste:

_ \/n(B- Ay) e
T = ~ I~ (distribuicdo t de Studentcom n—1 g.l.)
Sp sob H




Testes de hipoteses sobre Y, — 1,

(iii) Regiao critica para um nivel de significancia a escolhido:

HiiHp < 4y HiiHp > 4, HiiHp # Ay

(iv) Se T U Rc, rejeita-se H,; caso contrario, nao se rejeita Hy.

Obs. Conhecido como teste t pareado ou emparelhado (paired t test).
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IC para p,; — 1,

Estimador pontual para py = 1, — W,: D=X-Y7.

De forma analoga ao Cap. 7, um intervalo de confianca (IC) de
100(1 — a)% para |, — U, € dado por

IC= [L;U]=[D- E;D+ E),
sendo que E é o erro maximo do IC:

_ Sp
E=1 501"

=
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|IC para |, — |, e testes de hipoteses

O teste da hipotese H,: p, = A, contra H,: y, # A, a um nivel de
significancia a pode ser efetuado utilizando um IC com coeficiente de
confianca iguala 1 — q.

Construimos o IC de 100(1-a)% para Yy, = 4, — 1, , dado por
[L;U]=[D- E;D+ E],
sendo que no calculo do erro maximo (E) utilizamos a lamina 11.

Se A, U IC, rejeitamos H,; caso contrario, n&o rejeitamos H,.
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8.3. Populacdes independentes com distribuicao Bernoulli

Bernoulli(p, ) Bernoulli(p, )

populacdo 1 populacao 2

1)(1,...’)(” Y, Y

1- : — - :
p,~N @ D nd-p) @, aproximadamente. p,~N @ D> p(-p) @, aproximadamente.
n m

N\ i

- - (- p), p,0-
p1_pz~N@p1'pzapl P, P mpz

) H, aproximadamente,

n

— 1 — 1 & - - i
emque p, = ” Z X, e p, = - z Y, sdo as proporgoes amostrais de sucesso.
i=1 i=1
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Testes de hipoteses sobre p, — p,

X,,..,.X €& uma amostra aleatoria de tamanho n de uma populacdo com
distribuicao Bernoulli com probabilidade de sucesso p,.

Y,....,Y € uma amostra aleatéria de tamanho m de uma populagdo com
distribuicao Bernoulli com probabilidade de sucesso p.,.

A PR PR R plER e
H,:p,=p, H,: p,=p> H,:p,=p>
Hl P S H] - P2 P H] - Py 7 D>-

A esquerda A direita Bilateral
(ii) Estatistica de teste:
Z = Pi” Py ~  N(0,1), aproximadamente,
B 01 1 sob H,
Jpa— I
On m[]

n

X, mY
z Z+Zl l_n]_71+m]_72.

- =1

emque p = =
nt+ m n+t+ m
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Testes de hipoteses sobre p, — p,

(iii) Regiao critica para um nivel de significancia a escolhido:

H:p, <p, H.:p,>p, Hi:p, #p,

(iv) Se Z U R, rejeita-se H,; caso contrario, nao se rejeita H.
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IC para p, — p,

Estimador pontual para p, — p.: ;1 - ;2.

De forma analoga ao Cap. 7, um intervalo de confiangca (IC)
aproximado de 100(1 — a)% para p, — p, € dado por

IC=[L;U]=[p,- p,- E;p,- p,* El,

sendo que E é o erro maximo do IC:

_ p, (- p) . p,(- p,)
E'Za/zx\/l 1y 2 2/

n

m
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IC para p, — p, e testes de hipoteses

O teste da hipdtese H,: p, = p, contra H,: p, # p, a um nivel de
significancia a pode ser efetuado utilizando um IC com coeficiente de
confianca iguala 1 — q.

Construimos o IC de 100(1-a)% para p, — p, , dado por
1 2

[L;U]=[X-Y-E;X-Y+ E],
sendo que no calculo do erro maximo (E) utilizamos a lamina 16.

Se 00 IC, rejeitamos H,; caso contrario, nao rejeitamos H,,.
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Exemplo 1

Duas maquinas sao utilizadas para envasar um liquido em frascos de
plastico. Com o objetivo de verificar se ha diferenca entre os volumes
meédios envasados, duas amostras de 12 e 10 frascos foram
selecionadas. Os volumes (em ml) foram medidos resultando nos

seguintes valores :
Maquina 1:30,9, 30,9, 30,8, 30,7, 30,9, 30,6, 30,8, 30,9, 30,7, 30,9, 30,7 e 31,0;

Maquina 2: 30,8, 30,9, 30,7, 30,5, 30,5, 30,6, 30,7, 30,3, 30,6 e 30,7.

Utilizando os dados coletados, qual o resultado da verificacdo. Adote a
= 5%.
Solucdo. Problema envolve duas médias de variaveis continuas.

Definimos X e Y como sendo os volumes envasados pelas maquinas 1
e 2, tais que E(X) = y,, var(X) = 0,2, E(Y) = u, e var(Y) = 0.2

Hipoteses: H,: |, = Y, contra H,: 4, # W, (ou seja, A, = 0).
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Exemplo 1

Analise
exploratoria:

Volume (ml)

Quantis amostrais

30.6

306 309

30.3

Maquina 1

31.0

30.8

Ll L Ll

¥

LA L

LA L

L L

b

*

I
Maquina 2

Maquina 1

-1.5

[ [
-05 0.5
Quantis tedricos

Volume (ml)

Quantis amostrais
30.3 305 30.7 309

306 309

30.3

R E—

I I
Maquina 1 Maquina 2

Maquina 2

[ [
-0.5 0.5
Quantis tedricos
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Exemplo 1

Estatistica de teste (variancias diferentes e desconhecidas):

X-Y-0
SE LSy

n m

T =

Utilizando os dados coletados calculamos

10

306,3

= 30,63
10

0142 ml>,

n 12 m
Yo LX) X, 3698 =30,82ml, Y= Lot ) et
n 12 12 m 10
2 1 - 2 1 = 2
S’ = X.-X) = —— X.-30,82)"=0
' on- Z( =) 12—1;( l )
m = 1
2 2
Sz——z - Y)? ST 1Z(Y 30,63)> = 0,0290 ml® e
E&ﬂ SSE H00142 00290H
_ noom _ 12 10 [ _
(S} /n)’ , (S; /m)’ (0,0142/12) . (0,0290/10)°

12-1 10-1

n-1 m-1

ml,
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Exemplo 1

A regiao critica para a = 0,05
€ obtida consultando a tabela
da distribuicdo t de Student
comg=16g.l.:

R.={[T| > 2,120}

0/2 = 0,025 02 = 0,025

2120 0 2420 !

Calculamos
. X-Y-0_ 3082-30,63 _ 2972,
2 2 0,0142 0,0290
Z1 4 T2 +
10

Como |T| =2,972 U R, rejeitamos H,.

Conclusao. De acordo com os dados coletados e com um nivel de

significancia de 5%, verificamos que ha diferenca entre os volumes
medios envasados pelas duas maquinas.
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Exemplo 2

Dois tipos de solucao de polimento estdo sendo avaliados para
possivel uso na fabricacao de laminas de piso. Trezentas laminas foram
polidas usando a primeira solugao de polimento e, desse numero 217
nao apresentaram defeitos causados pelo polimento. Outras 250
laminas foram polidas usando a segunda solugao de polimento, sendo
que 162 laminas foram consideradas satisfatérias. Ha motivo para
acreditar que as duas solucdes diferem quanto aos defeitos causados
quando usadas em polimentos? Adote a = 0,01.

Solucdo. Problema envolve duas proporcdoes. Uma lamina ndo
apresentar defeitos causados pelo polimento é o evento sucesso.

Definimos X, = 1 se ocorre sucesso quando a solugao 1 é usada; X. = 0,
caso contrario, com P(X. = 1) =p,,i=1,..., n (n = 300).

Definimos Y, = 1 se ocorre sucesso quando a solugao 2 é usada; Y, = 0,
caso contrario, com P(Y. = 1) =p,, i =1,..., m (m = 250).

Hipoteses: H,: p, = p,contra H,: p, # p..
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Exemplo 2

o 7 - ; - P
Estatistica de teste: 1 '
Jpa P LA

m]

A regiao critica para a = 0,01 € obtida
consultando a tabela da distribuicao
normal padrao: R, = {|Z] > 2,58}.

Pelo enunciado,

— ’ X, — . Y, i X+ . Yz 1
I ) =X 217, 0,723, p,* Lot 162, = 0,648 ¢ p* ) o Xit) b 2174162 = 0,689,
n 300 m 250 ntm 300+ 250
_ 0,723 - 0,648 B
de modo que 47 " — = 190,
0,689% (1- 0,689) [
9300 2500

Como |Z] = 1,90 U R_, nao rejeitamos H,.

Conclusdo. De acordo com os dados coletados e com um nivel de
significancia de 1%, nao ha motivo para acreditar que as duas solucoes
diferem quanto aos defeitos causados quando usadas em polimentos.
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8.4. Probabilidade de significancia (valor-p)

No exemplo 1 (ld&mina 18) a regido critica é da forma R_ = {|T| > c}, sendo
que, se H, for verdadeira, T tem distribuicao t de Student com 16 g.I. Com

os dados coletados calculamos 7-_X-Y _ 2.972.
S, S

Se adotarmos ¢ = [T| = 2,972 v

obtemos R, = {|T| > 2,972} e a S

probabilidade do erro tipo | €
P(|T| > 2,972; H,verdadeira) =
P(|T|>2,972; p, = u,) = 0,0090
= 0,9%.

Em Excel: =DISTT(2,972; 16; 2).

0.3

f(t)
0.2

0,0090 é chamado de
probabilidade de significancia,
nivel descritivo, valor-p (p-
value) ou p.

0.1

0.0

I I
2.972 0 T|=2.972
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8.4. Probabilidade de significancia (valor-p)

Como o nivel de significancia € a probabilidade de um erro tipo |
(rejeicao de H, verdadeira), quanto menor for valor-p, mais fortemente

rejeitamos H,.
Quanto menor for valor-p, mais evidéncia contra H, (e vice-versa).

No exemplo 2 (Iamina 22) a regido critica é da forma R_ = {|Z| > c},
sendo que Z tem distribuicdo N(0,1), se H, for verdadeira. Com os
dados coletados calculamos |Z| = 1,90.

Neste caso, valor-p = P(|Z| > 1,90) =2 x P(Z <-1,90) = 2 x 0,0287 = 0,0574.

valor-p walorp
1 | | | ]
0 cyidénc a1 0 d i
vidéncia Evidéncia a Evidéncia Evidéncia a
contra H[:J favor de HD contra HG favor de Ho

Escolhemos o nivel de significancia (a). Calculamos o valor-p. Se
valor-p < a, rejeitamos H,; se valor-p = a, nao rejeitamos H,,.

No exemplo 2, se a = 5% o resultado do teste seria inconclusivo.
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Exemplo 3

Em um teste de dureza uma esfera de aco € pressionada contra a
superficie de um bloco de material a uma carga padrao. Mede-se o
diametro (em mm) da cavidade produzida, que esta relacionado a dureza
do material da superficie. Na realizacao do teste duas esferas (A e B)
estao disponiveis. Suspeita-que a esfera A gera cavidades com diametro
meédio com diferenca superior a 0,2 mm em relacdo a esfera B.

As duas esferas foram utilizadas em 10 blocos (n = 10) obtendo-se os
dados abaixo:

Diametro das cavidades (mm)
Bloco
1.2 3 4 5,6 7 8 9 10
A 7546 57 4358 3,2 6,156 34 6,5
B 524143 4732 49 5244 57 6,0
Diferenca 2,3 0,514 04 26 -1,7 0,9 1,2 -2,3 0,5

Esfera

O que os dados permitem concluir sobre a suspeita formulada?
Adote a = 5%.
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Exemplo 3

Solucdo. Problema envolve duas médias de variaveis continuas.

Definimos X e Y como sendo os didmetros das crateras produzidas
pelas esferas A e B, tais que E(X) = 4, e E(Y) = .

Como os dados sao pareados, utilizamos D = X -Y com p, = E(X-Y)
= E(X)— E(Y) =, — i, e var(D) = 0,2

Hipoteses: H,: p, = 0,2 contra H,: p, > 0,2 (ou seja, A, = 0,2).
\/;(5' Ay)

S, f(t)

Estatistica de teste: 7 -

A regiao critica para a = 0,05 € obtida
consultando a tabela da distribuicao t de
Studentcom 9g.l.(=n—-1)ep=10%: p/2=0,05

R.,={T>1,833}.

0 1833 !
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Exemplo 3

Calculamos

L
10- 1

" 10
D - 2 ilei - z i:1Di - 5,0: 0,5 mm, Sé: LZ (D, - l_))z
n n-1&,

10
(D, - 0,5)% = 2,51 mm’
10 10 121

_Vn(D-1,) 10(0,5-02)

e T \/TSI 0,599 Como T =0,599 [ RC, nao rejeitamOS HO'

Sp
Conclusao. De acordo com os dados coletados e com um nivel de significancia de
9%, nao se confirma a suspeita de que a esfera A gera cavidades com diametro
médio superior a 0,2 mm em relacao a esfera B.

Obs. R, ={T > c}, sendo que, se H,
for verdadeira, T tem distribuicdo t .
de Student com 9 g.l..

Neste caso, valor-p = P(T > 0,599) = O-
= 0,282. N&ao rejeitamos H,, pois
valor-p = a. =

0.282

Em Excel: =DISTT(0,599; 9; 1).

0.0

T T
0 T=0.599
t
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Exemplo 4

Estudos anteriores indicam que a vida (em horas) de um termopar
produzido em uma industria € uma variavel aleatoria com distribuicao
aproximadamente normal. Um grande comprador suspeita que o tempo
de vida médio ¢é inferior a 560 h.

Em uma amostra aleatoria de 15 termopares adquiridos foram medidos
os tempos de vida (em h) 553, 552, 567, 579, 550, 541, 537, 553, 552,
946, 538, 553, 581, 539 e 529.

O que os dados permitem concluir sobre a suspeita do comprador?
Adote a = 5%.

Solucdo. Problema envolve uma populacao com distribuicao normal.

Definimos X como sendo o tempo de vida (em h) de um termopar, com
E(X) = u e var(X) = 02. Pelo enunciado, X ~ N(J, 0?), ? desconhecida.

Hipoteses: H,: 1 = 560 contra H,: u < 560 (ou seja, |, = 560).
\/Z(}' :uo).

A)

Estatistica de teste: 7' =
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Exemplo 4

A regiao critica para a = 0,05 ¢€ obtida

consultando a tabela da distribuicao t f(t)
de Studentcom 14 g.l. (=n—-1)ep =
10%: t
14
R ={T<-1,761}.
pi2=0,05
. — , t
-1,761
Calculamos

n X 15 X

— . . 15

X = z izl ! - z izl ! - 8220: 551,3h, S= \/ : lz (X; - ) - \/LZ (X, - 551,3)* = 14,8h
n- =

15- 14,
e V(X - p,) - V15(551,3- 560) _

S 14,8
Como T =-2,266 [ R_, rejeitamos H,.

- 2,266.

Conclusao. De acordo com os dados coletados e com um nivel de significancia de
5%, concluimos que a vida média dos termopares € inferior a 560 h.
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Exemplo 4

Obs. R, ={T <—c}, sendo que T tem distribui¢gdo t de Student com 14 g.l., se
H, for verdadeira.

Neste caso, valor-p = P(T <-2,266) = 0,0199. Rejeitamos H,, pois valor-p < a.
Em Excel: =DISTT(2,266; 14; 1).

=
o

0.3

f(t)

0.1

0.0
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8.5. Exemplos

Frase escrita antes da apresenta¢ao dos resultados:

“We adopted p = .05 as a reference point throughout for considering results to be
statistically significant”.
Computers in Human Behavior 22(2): 207-220, 2006.

Resultados:

“Transit delay was found significantly shorter in systolic tag than diastolic tag (pai-
red Student’s t-test, p < 0.001; mean difference across subjects = 54 ms)”.

[EEE Transactions on Medical Imaging 26(1): 84-92, 2007.

“In all cases, the new method produces significantly better results in terms of an
overlap error measure (p < 0.001 using a paired t-test) than the original active

shape model scheme”.
IEEE Transactions on Medical Imaging 21(8): 924-933, 2002.
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8.5. Exemplos

Computers & Education 68 (2013) 404-415

Contents lists available at SciVerse ScienceDirect

Computers & Education

e

journal homepage: www.elsevier.com/locate/compedu

A paired samples #-test analysis showed that there was a statistically
significant difference between students' pre-test (M = 62.6, SD = 9.82, n =
20) and post-test (M = 76.5, SD = 12.6, n = 20) on writing performance
(#(19) = 8.03, p < .01).
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