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Introducao

Estudo da relagdo linear entre duas varidveis quantitativas.

Exemplos:
e Tempo de pratica de esportes e ritmo cardiaco.
e Ndmero de usudrios e tempo de resposta de um sistema.
e Nimero de vendedores e resultados de vendas.
e Tempo de estudo e nota em uma prova.
Pontos de vista:
e Quantificando a forgca e o sinal dessa relacdo: correlacao.

e Explicitando a forma dessa relagdo: regressao.



Exemplo

e X: tempo de estudo (em horas) e

e Y nota em uma prova.

Pares de observacées (X, Y;):

Tempo Nota
3,0 4,5
7,0 6,5
2,0 3,7
15 4,0

12,0 9.3
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Coeficiente de correlacao

O coeficiente de correlagdo linear (de Pearson) é definido como

\/ioo _XR (Y- V)

i=1 i=1

em que X e Y s3o as médias amostrais de X e Y.



i:l

n

5Xy = Z(Xi - )?)(yl - )_/)

i=1
n

= § Xiyi — nXy
i=1

e

Sy = Z(YI = Z

Notacoes




Propriedades

-1<r<1

Classificacao:
e r = 1: correlacdo linear positiva e perfeita.
e r = —1: correlagcdo linear negativa e perfeita.

e r = 0: inexisténcia de correlac3o linear.
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Exemplo 2

Varidveis:
e Y - consumo de bebidas em um dia (em 100 litros) e
e X - temperatura maxima (em °C).
Estas varidveis foram observadas em nove localidades com as
mesmas caracteristicas demogréaficas e sécio-econdmicas.
Os dados amostrais foram os seguintes:
X 16 31 38 39 37 36 36 22 10

Y 290 374 393 425 406 370 365 320 269
Determinar a correlagdo de X e Y.




Exemplo 2

2
Yi Xi XiYi Yi X

290 16 4640 84100 256
374 31 11594 139876 961
393 38 14934 154449 1444
425 39 16575 180625 1521
406 37 15022 164836 1369
370 36 13320 136900 1296
365 36 13140 133225 1296
320 22 7040 102400 484
269 10 2690 72361 100

Total 3212 265 98955 1168772 8727




Exemplo 2

S = S xivi — (X xi) (X yi)/n = 98955 — (265)(3212)/9 =
4379, 444

Sy =Y y?— (> yi)?/n = 1168772 — (3212)/9 = 22444, 89,
S = D x2 — (30 x;)?/n = 8727 — (265)/9 = 924,222 e

S 4379, 444

r = =
V/S5S,, /2244489 x 924,222

=0,9615.
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Calculo de r com o pacote R

x = ¢(16, 31, 38, 39, 37, 36, 36, 22, 10)

y = ¢(290, 374,393, 425, 406, 370, 365, 320, 269)

Diagrama de dispersao

> plot(x,y,xlab =" Temperatura", ylab =" Consumo” , col =
" blue", lwd = 3)

Calcula a correlagao:

> cor(x,y)



Andlise de regressao

Exemplo

O gerente de uma grande cadeia de lojas deseja desenvolver um
modelo com a finalidade de estimar as vendas médias semanais
(em milhares de reais).

e Y: vendas semanais e

e X: numero de clientes.

Estas varidveis foram observadas em 20 lojas escolhidas
aleatoriamente.

X 907 926 506 741 789 889 874 510 529 420

Y 11,20 11,05 6,84 921 942 10,08 945 6,73 724 6,12

X 679 872 924 607 452 729 794 844 1010 621

Y 763 943 946 764 692 895 933 1023 11,77 7,41
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Andlise de regressao

Em muitos problemas a média da varidvel aleatéria Y estd
relacionada com X pela relagao

E(Y[X = x) = pyx = Bo + Pix,

em que By e (1 sdo, respectivamente, o intercepto e a inclinacdo
da reta e recebem o nome de coeficientes de regressao.

O valor de Y sera determinado pelo valor médio da funcdo linear
(t4y|x) mais um termo que representa um erro aleatdrio.

Y =pyp+e=05+bix +e,

em que € é o erro aleatdrio ndo observavel.



Andlise de regressao

Em geral, a varidvel resposta pode estar relacionada com k
varidveis explicativas Xi, ... Xy, obedecendo a equacao

Y =80+ B1X1+ -+ B Xk + €.

A equacdo é denominada modelo de regressao linear miltipla.



Andlise de regressao

O adjetivo “linear” é usado para indicar que o modelo € linear nos
pardmetros 1, ..., Bk € ndo porque Y é funcdo linear dos X's.
Uma expressido da forma

Y = Bo + 1 |OgX1+52X23+€

€ um modelo de regressao linear miltipla.
A equacdo
Y = Bo+ BiX2 4 B3XE + e

representa um modelo de regressao nao linear.



Andlise de regressao linear simples

Um modelo de regressédo linear simples (MRLS) descreve uma
relagdo entre uma varidvel independente (explicativa ou regressora)
X e uma varidvel dependente (resposta) Y:

Y = B0+ BiX +e, (1)

em que [y e 1 sdo constantes (pardmetros) desconhecidas e € é o
erro aleatério.



Suposicoes do MRLS

(i) E(e) =0 Var(e) = 02 (desconhecida).

(ii)
(iii) A varidvel explicativa X é controlada pelo experimentador.
(iv) e~ N(0,0?).

Se (i)-(iv) se verificarem, entdo a varidvel dependente Y é uma
v.a. com distribuicio normal com varidncia 02 e média Py x, sendo

Os erros sdo nao correlacionados.

E(Y|X =x) = py|x = Bo + Pix.



Suposicoes do MRLS

Byt Bixs =

Bo tBix, I

By * Bix

s

Linhay = + Bix

X
X1 Xy pe)

(b)



Estimacao pelo método de minimos
quadrados (MQ)

Foram coletados n pares de observagdes (x1,y1), ..., (Xn, ¥n). A
figura mostra uma representacdo grafica dos dados observados e a
linha de regressao.

(X1, 1) eta de Regressdo Real
. Y=o +Bix
L)




Estimacao pelo método de minimos
quadrados(MQ)

Ao utilizar o modelo (1), é possivel expressar as n observagdes da
amostra como

yi=po+ pixit+ei, i=1,....n (2)
E a soma de quadrados dos desvios das observacdes em relacdo a
linha de regressao é

n

Q= 28,2 = Z(Yi — Bo — Bixi)?.
i—1

i=1



Estimacao

Os estimadores de minimos quadrados (EMQ) de S5 e 51,
denotados por By e 31, devem satisfazer as equacdes

oQ & ~
850 |5o,51 2;(% — Bo — lei) =0

e

0Q
851 ’50”31 Z BO - 1X/)X: =0.



Estimacao

Apds simplificar as expressdes anteriores obtemos

Bo + B ZX,' = Z)/i (3)
i=1 i=1

n n
e BoY xi+pBd = D> xiyi
i=1

i=1

As equagdes (3) recebem o nome de equagdes normais de minimos
quadrados.



Estimacao

A solucdo dessas equacdes fornece os EMQ, Bo e 31, dados por

o)
|
o)
X1

- S
B - ==
el (2) S




Estimacao

Portanto, a linha de regressdo estimada ou ajustada é
y = Bo+ Bix

e estima a média da varidvel dependente para um valor da varidvel
explicativa X = x (py|x)-
Cada par de observacdes é tal que

yi=PBo+ Pixi+e, i=1,...,n,

em que ¢; = y; — y; recebe o nome de residuo.



Exemplo de aplicacao

Considerando os dados do exemplo,

n

n
S
i=1

n
Sowi
i=1

n
S
i=1

n
G
i=1

n
S xivi
i=1

20,

007 4+ 926 + - - - + 621 = 14.623; X = 731,15,

11,20 + 11,05 + - - - + 7,41 = 176, 11; y = 8, 8055,
2 2 2

(907)% + (926) + - - - + (621)% = 11.306.209,

(11,20)% + (11,05)% + - - - + (7, 41)% = 1.602, 0971

907 x 11,20 + 11,05 X 926 + - - - + 7,41 x 621 = 134.127, 90.



Exemplo de aplicacao

n
Se = > x7 —n(x)® = 11.306.209 — 20(731, 15)° = 614.603,
i=1
n
Sy = > xy — n(X)(y) = 134.127,90 — 20(8, 8055)(731, 15) = 5.365, 08
i=1
e
n
Sy = >y’ —n(7)* =1.609,0971 — 20(8, 8055) = 51, 3605.
i=1

As estimativas dos pardmetros do MRLS s3o:

S, 5.365,08 _
Br==X="""""29-0,00873 e By=

— B1x = 8,8055 — (0,00873)(731, 15) = 2, 423.
So  614.603 AL ( X )

<

Portanto, a linha de regressdo ajustada ou estimada para esses dados é

¥ = 2,423 4 0, 00873x.
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Suponha que temos interesse em prever as vendas semanais para
um supermercado com 600 clientes.
No modelo de regressao ajustado basta substituir X = 600, isto &,

y = 2,423+ 0,00873 x 600 = 7, 661.

A venda semanal de 7,661 mil reais pode ser interpretada com uma
estimativa da venda média semanal verdadeira dos supermercados
com X = 600 clientes, ou como uma estimativa de uma futura
venda de um supermercado quando o nimero de clientes for

X = 600.



Propriedades dos EMQ

Se as suposicées do MRLS sejam viélidas é possivel demonstrar que
« E(B) = p1. Var(Br) = &
o E(Bo) = b, Vaf(go) =0’ [% + 5)%] :
e Cov(Bo, B1) = Sxx'
o B~ N(B;, Var(B;)), j=0,1.




Estimacdo de o2

Os residuos

& =Yyi—Yi
s3o empregados na estimac3o de o2. A soma de quadrados
residuais, denotada por SQR, é

n

SQR=3 et =3 (v 7).
i=1

i=1

Pode-se demonstrar que o valor esperado da soma de quadrados
dos residuais é dado por

E(SQR) = (n—2)o?.



Portanto,

—~  SQR

2
o
n—2

= QMR (Quadrado médio residual)

é um estimador n3o viesado de o?.
Uma expressdo mais conveniente para o célculo da SQR é dada por

SQR = Syy - B\lsxy~



Exemplo

Com os dados do exemplo obtemos a estimativa da varidncia o2.

Nesse caso, S,, = 51,3605, S,, = 5.365,08 e Bl = 0,00873.
Portanto, a estimativa de % para o exemplo é

5 _ SQR _ Sy - B1S.
n—2 n—2
_ 51,3605 — 0,2(())08723 x 5.365, 08 —0,2513.




Teste de hipdteses sobre (37

Suponha que se deseje testar a hipdtese de que a inclinagdo € igual
a uma constante representada por [310. As hipdteses apropriadas
sdo

Ho : 1 = B1o contra Hi:B1 # Bio.

A estatistica

B PBo

V5
tem distribuicdo t de Student com n — 2 graus de liberdade sob
Ho : 1 = B1,0. Rejeita-se Hp se

’Tob5| > toz/2, n—2-



Teste de hipdteses sobre (3

Ho : Bo = Bo,o contra Hi: By # Boo

A estatistica

Bo — Boo
~2 (1 X%
o (n + SXX>

tem distribui¢do t de Student com n — 2 graus de liberdade.
Rejeitamos a hipdteses nula se | Tops| > to/2, n—2-

T =



Teste de significancia do MRLS

Hyo:B1=0 contra H;:(1 #0.

Deixar de rejeitar Hp : 51 = 0 é equivalente a concluir que n3o ha
relacdo linear entre X e Y.

ren L]



Teste de significancia do MRLS

Se Hy : 1 = 0 é rejeitada, implica que X tem importéncia ao

explicar a variabilidade de Y

(=

(s3]



Exemplo

Teste de significancia para o MRLS para os dados do exemplo 1,
com « = 0, 05.

As hipéteses sdo Hp : 51 =0 contra Hi: 81 # 0.

Do exemplo tem-se

n=20, S, =614,603, (3 =0,00873 e &2 =0,2512,
de modo que a estatistica de teste é

B 0,00873
V02/Se  1/0,2513/614.603

13, 65.

Tobs

Como Tops = 13,65 > tgoo5.18 = 2,101, rejeita-se a hipdtese
HO : ﬁl = 0.



Analise de variancia

O método consiste em decompor a variabilidade da variavel
resposta em relacdo a sua média (Y'). Considere a identidade

Yi- Y=Y -Y+Vi-V.

Elevando ao quadrado a igualdade e somando as n observacdes
tem-se



Analise de variancia

n ~
SQR = >_(Y; — Y;)? :soma de quadrados dos residuos e
i=1

SQreg = Z(\A/, — Y)? :soma de quadrados da regressio. Logo,
i=1

Syy = SQreg + SQR,

n

em que Syy = >_(Y; — Y)? é a soma de quadrados total de Y,

i=1
representada por SQT.



Analise de variancia

Se a hipdtese nula Hy : f1 = 0 é verdadeira, a estatistica

F_ SQreg/1  QMreg
T SQR/(n—2) QMR

F(1,n—2).

Portanto, rejeita-se Ho se Fops > Fo, 1, n—2. Equivale a rejeitar Hy
se V/Fobs > ta/2n-2.

QMreg = L{eg : quadrado médio devido a regressdo e

QMR = i% : quadrado médio residual.




Tabela de ANOVA

Fonte de | Soma de Graus de | Quadrados
variacao quadrados | liberdade | médios F
Regressdo | SQreg 1 QMreg %A,/\’/;;g
Residual SQR n—2 QMR

Total SQT n—1




Exemplo

Exemplo Relagdo linear entre o nimero de clientes (X) e as vendas
semanais (Y). Relembre que S,, = 51,3605, 51 = 0,00873,
Sy =5.365,08 e n = 20.

A soma de quadrados da regressao é
SQreg = 1S, = 0,00873 x 5.365,08 = 46, 8371,
enquanto a soma de quadrados dos residuos é
SQR = SQT — /31S,, = 51,3605 — 46,8371 = 4,5234,
A estatistica de teste é
Fobs = QMreg/ QMR = 46,837148/0,2512 = 186, 4536.

Como v/Fops = Tops = 13,65 > tp,025;18 = 2,101, rejeita-se Hp ao
nivel de significincia de 5%.



Tabela de ANOVA

Fonte de | Soma de | Graus de | Quadrados

variacao quadrados | giberdade | médios F
Regressdao | 46,8371 1 46,8371 186,45
Residual | 4,5234 18 0,2513

Total 51,3605 19




Andlise de regressao com o R

X = c(907, 926, 506, 741, 789, 889, 874, 510, 529, 420, 679, 872, 924, 607, 452, 729, 794, 844, 1010, 621)
Y =

¢(11.20,11.05, 6.84, 9.21, 9.42, 10.08, 9.45, 6.73, 7.24, 6.12, 7.63, 9.43, 9.46, 7.64, 6.92, 8.95, 9.33, 10.23, 11.77, 7.41)

> fit = Im(Y ~ X)
>summary(fit)
Coefficients:
Estimate Std. Error  t value Pr(> [t])
(Intercept) 2.4230444 0.4809646 5.038 8.55e-05 ***
X 0.0087293 0.0006397 13.646 6.21e-11 ***
Residual standard error: 0.5015 on 18 degrees of freedom Multiple
R-Squared: 0.9119, Adjusted R-squared: 0.907 F-statistic:
186.45 on 1 and 18 DF, p-value: 6.206e — 11



Andlise de regressao com o R

> anova(fit)
Analysis of Variance Table
Response: Y
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(> F)
X 1 46.834 46.834 186.45 6.206e-11 ***
Residuals 18  4.527 0.251



Intervalo de confianca para 3y e 51

Se é vélida a suposicdo de que ; ~ NID(0, o2), entdo

(Br — B1)/V QMRS e (Bo— ﬁo)/\/QMR E + ;_(2]

sdo varidveis aleatérias com distribuicdo t de Student com n — 2

graus de liberdade.
Intervalo de confianga de 100(1 — )% para f1 :

QMR -~ QMR)

IC 71— = A—tgn, ; ta
(B @) (51 2 p—2 S B1+te no2 S



Intervalo de confianca para 3y

De modo similar, um intervalo de 100(1 — «)% de confian¢a para
Bo é dado por

1 x?

IC(Boil—a) = (30—1“62«,,,_2\/01\4,‘? [4-];

n S

~ 1 X2
,80 + t%’ n_2\/QMR I:n + SXX:|> .




Intervalo de 95% de confianca para a inclinagdo com os dados do

exemplo 1. R
Relembre que n = 20, 81 = 0,00873, Sy« = 614,603 e
QMR = 0,2513. Para 1 — o = 0,95, tem-se tg 025,18 = 2, 101.

IC(61;0,95) = (B1 — E ; B1 + E),

em que E = to005181/ %R = 2,101/ s15005 = 0,00134

IC(81;0,95) = (0,00873 — 0,00134;0,00873 + 0,00134)
(0,00739; 0,01007).




Intervalo de confianca para a resposta
média
O interesse consiste em obter um intervalo de confianca para
E(Y|X = x0) = py|x, = Bo + Brxo-
Um estimador pontual de iy, €
Hy|x, =Y = Bo + Bixo.
Se g; ~ N(0,02), i =1,...,n, pode-se demonstrar que

,UJY|XO - MY\XO

: QMR 3+ 22

T ~ t(n—2).



Intervalo de confianca para a resposta
média

IC(ﬁY|x; 1- a) = (ZZYIXO - E; //‘ZY|XO + E) )

em que E = ta. n_z\/QMR[% + %]
Exemplo. Suponha que ha interesse em construir um intervalo de
95% de confianca para a venda média semanal de supermercados
com 600 clientes.
No modelo ajustado, iy, = 2,423 + 0,00873xp. Para xo = 600,
obtém-se

Hy|x, = 7,661



Intervalo de confianca para a resposta
média

Também, X = 731,15, QMR = 0,2513, S, = 614.603, n = 20,
1—-a=0,9c¢e tp,025;18 = 2,101.

E=2, 101\/0, 2513[ L 4 (C0-T3LIF) _ 9 292, de forma que

614.603

IC(1ty|x:0,95) = (7,661 —0,292;7,661 + 0,292)
= (7,369;7,935).



Previsao de novas observacoes

Uma aplicacao frequente de um modelo de regressio é a previsdo
de uma nova ou futura observagdo de Y (Yp) correspondente a um
dado valor da variavel explicativa X (xp). Temos que

Yo = Bo + Bixo

é um preditor de Yjp.
Um intervalo de 100(1 — a))% de previsdo para uma futura
observacdo é dado por

IC(Yo;1—a)=(Y —E; Y +E),

em que E = t;«,nz\/Q/\/IR [1+ 1 +%]



Exemplo

Agora temos interesse em encontrar um intervalo de previsao de
95% das vendas semanais de um supermercado com 600 clientes.
Considerando os dados do exemplo 1, Yy = 7,661,

E=2, 101\/0,2513 {1 4 4 CO-BLISR | _ 1 084 e o intervalo

614.603
de predigdo é
IC(Y0;0,95) = (7,661 —1,084;7,661 + 1,084)
= (6,577;8,745).



Adequacao do modelo de regressao

e Andlise dos residuos.

e Coeficiente de determinacdo.

Os residuos de um modelo de regressdo sdo definidos como
€ =Yi—Yi IZla"'a”)

em que y; é uma observacdo de Y e y; é o valor correspondente
predito através do modelo de regressao.
Residuos padronizados:
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Plotabiin:
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Coeficiente de determinacao

A quantidade
_ SQreg 1 SQR

R? = =1- ===
SQT SQT
recebe o nome de coeficiente de determinacao e é usada para
avaliar a adequacdo do modelo de regressdo.
Pode ser interpretado como a proporcao da variabilidade presente
nas observacdes da varidvel resposta Y que é explicada pela
varidvel independente X no modelo de regressdo.




Exemplo

Para os dados do exemplo dos supermercados do exemplo,
determinar R?. Da definicio tem-se

> SQreg 46,8371

R = = =0,912.
SQT 51,3605 ’

Esse resultado significa que o modelo ajustado explicou 91,2% da
variacdo na varidvel resposta Y (vendas semanais). Isto é, 91,2%
da variabilidade de Y é explicada pela varidvel regressora X
(ndmero de clientes).
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