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Forma Padrao - Definicao

Minimizar f(x . x,....x )=cx+cx,+ ...+cx

n non

a,.x +ax,+..+ax = b

n n

a,x. +a.x, + ...+a, x = b
21 1 222 2n n 2

v'Problema de minimizacao
v'Todas as restricoes sao de igualdade

v'Todas as variaveis sao nao-negativas

v Considerar b 2 0.
[



Particao basica

A=[B N]

* Seja Ax=b,onde A_,. ., b X eq (M< N).

« Se é possivel reorganizar as colunas de A de tal
modo A=[B,N] e que:

* B, €formada por m colunas linearmente
iIndependentes de A dada por: B=[a, a, - a, |

Onde B,, B,,..., B,, sdo os indices das colunas

J J

escolhidas da matriz A (indices basicos)

mx1




Particao basica

* Ny n-m) - formada pelas n-m colunas restantes de
A.

* N pode ser escrita como:

Onde N,, N,,..., N, s&o os indices das colunas da
matriz A que pertencem a N (indices nao-basicos)

N — [aN, aN; o aNﬁ—m]

Esta reorganizacao € definida como particao basica

A=[B N]




Particao basica (particao das variaveis)

« Consequentemente, a particao de A em [B N]
cria uma particao das variaveis:

el variaveis basicas
\

x, =| variaveis nao basicas




Solucao geral do sistema

BX]‘} + NXN — I)-

xp =B 'b— B 'Nx,

A ultima expressao de xg € conhecida como
solucao geral do sistema.




Solucao basica

* Considere uma particao basica A=[B,N]. Uma
solucao € dita basica quando:

x; =B7'b
xy =0.

+ Se xg=20 entao temos uma solucao basica
factivel. Caso contrario, temos uma solucéao
basica nao-factivel.

* Se xg>0 dizemos que a solugao basica factivel é
nao degenerada.



4= Bk, =b

XX =6=x=0

Solucao basica factivel

x, + ::-:256
X, — x,=4
3, + x,23
xIEO, :x:220.

x—x=4=x=0



Voltando ao exemplo

» Vertice F:
(10 o][x] [ 6]
I 1T 0| x|+]-] —|4 seo,
13 0 1] x [ 3
v Se— - i
3 Xp N h

Solucao basica nao-factivel




Propriedades

Se um problema de otimizacao linear tem uma
solucao otima, entao existe um vertice 6timo

Considere a regiao factivel S={xeR" tal que Ax=b, x>0}.
Um ponto x € S € um vértice se e somente se x for uma
solucao basica factivel.




Meéetodo possivel

 Enumerar todas as solucoes basicas factiveis
(vertices)
X1, Xo, «er Xg

« Escolher aquela com melhor funcao objetivo.

* Problema:
K pode ser muito grande!



Simplex

ldéia:

*Partir de uma solucao basica factivel

Visitar apenas as solucdes basicas factiveis
melhores que ela.

Metodo Simplex




In this chapter we begin to discuss Dantrig’s Simplex Method, which was
conceived in the summer of 1947 for solving linear programming problems. The
first significant application of this method occurred soon after in the fall of
1947, ). Laderman solved a diet-planning linear program with nine equality
constraints in 27 nonnegative variables at the National Bureau of Standards.
Using desk calculators, this problem took 120 man—days to solve and the
worksheets were laboriously glued together and spread out like a “table cloth.”
Today, using modern—age computer facilities and sophisticated implementations
of the simplex method, linear programs having more than tens—of-thousands of
consiraints and variables are readily solvable. Although several variants of the
simplex method have evolved and other new competing algorithms have been
proposed (see Chapter ), the simplex method remains a viable and popular tool
for solving linear programming problems. It also provides further insights into
the facial structure of polyhedral sets that define the underlying feasible region
for linear programs,



Perguntas

« Dada uma solucao basica factivel (ou
seja, um vertice)

* 1) Esta solugcao é o6tima ?

« 2)Caso nio seja 6tima, como encontrar
uma solucao basica factivel melhor ?




Pergunta 1: A solucao atual é 6tima ?

» Considere uma solucio basica factivel:
. x, =B7'b

. _| X8

e — e

* E a solucao geral do sistema usando a
mesma particao .

X
x= 2| _, B _ » | xy =B"'b-B7'N
X“ +NXN —b- o XB XN




Pergunta 1: A solucao atual é 6tima ?

* A funcao objetivo pode ser expressa
considerando a particao basica:

XB _p-l. -l
X — —> BX“ +NXN :b- XR o B b B NXN

T ['r 'r] Xg | 1 T
f(x)=c'x =63 ©N < —C CNXN

N

f(x)= c};(kB_]b —B_'Nx_,:-)-l-c_};xN

Tl Ty -1 T




Pergunta 1: A solucao atual € 6tima ?

f(x)=cp(B"'b—=B7'Nx,)+cyXy

o

Xp

= cyB'b—c;B7'Nx, +cyXy.

P

valor da solucao basica associada a esta particao

Entao f(x)= f(x) Nxx-l-chx.

}MT L =




Pergunta 1: A solucao atual € otima ?

* Definicao (vetor multiplicador simplex): O
vetor A dado por:

mx1?

AT _ Tpp-l

é chamado vetor multiplicador simplex (ou
tambem, vetor de variaveis duais).

O vetor multiplicador simplex pode ser
obtido por:

)
Al =cyB™? <:>/1:(B‘1) cg < B 1=cp




Retornando ... Pergunta 1: A solugao atual é 6tima ?

(x) = f(X) — cyB'Nxy +enxy = fIiX) —ANX, + cy X,
, N N AN
= fiX) + (cy - A'N)x_

Vamos expressar por coluna:

T 4 Ta— . . _3 T .
CN — A N— (CN ! LNE’ ’ Lﬂfrr—ru A (aN] ’ af‘f”' ’ ' aNn—m
(AT . AT . AT
(( N1 o Ny’ L:""rr"' o aNQ’ ’ L-""rrrr—f.'rr o af""n—m
Xy =(X X X )
) N, N, N n-m
. A AT . . _ ; _aT
JX)=fX)+(cy, - ay ).}LNjr H(Cy, —hay )xy +o.+t(Cy —Aay )ry




Custos relativos

e ’ - T . - 3 T -
JX)=F(X)+(cy —h ay ).}LNjr +(cy, —hay )xy +...+(cy

i
- 1 a T
n—m - h”—

m

)Xy

fn—m

Definigao: Os coeficientes ¢,,=(cy, —2'a

T

C

das variaveis

nao-basicas na funcao objetivo descrito acima sao
chamados custos relativos ou custos reduzidos.

p— * —_ 2 T _—

F(X)=f(X)+Cy Xy +Cy Xy +...+Cy Xy

f—m




Exemplo (Arenales et al, 2.22)

« Considere o problema:

Minimizar flx,.x.) = —2x. —x.
VAN R

-l Wil Wi W 1§

X, X, + X, =4
X + X, = 3
» s o—
X t X = 2

X, 2 0, Xy 2 0, Xy 2 0, X2 0, X, 2 0.



Interseccao das retas: X, = 1
Xi1+X,=4 e x,=3




* X, tX,=4

(variavel de folga associada: x)
* X, =3

(variavel de folga associada: x,)

Logo, o vertice (solucao basica) deve ser
obtido com a particao:

B=(1,2,5), N=(3,4)



e Atribuindo zero as variaveis nao-basicas:
X3=X, =0

X, t X, X, =4 X, X, =4
X + x = 3 > "'f{;'l = 9
1 4 ) 1/
£ —
X, +x, =1 X, TX; 0 =)
g /
v

Todos positivos: solucdo basica factivel.




« Vamos calcular os custos relativos:
n-m variaveis nao-basicas

B = (B,,B,,B5) = (1,2,5), NB = (NB,,NB,) = (3,4)

m variaveis basicas

(1 1 0]
B:[aﬂ| aE: aE.‘-J :[a| a, 35:| =1 00
10 1
[ O
N:[ﬂh a,.H]Z[a3 a4]—0 1
0 0
T
CB:({BH Cp {3) :(*f-] ¢ 15] =(-2 -1 0)







Vamos calcular os custos relativos

outra maneira de calcular AT

i
I =clBte1=(8") g =B A=cq

A+, =9
Ao A = - "= (=1 -1 0)
A= 0






Condicao de otlmalldade

f(x)—f(x}+(ch — A ah 1‘h +(Cy, — A av )Xy, +...+(Cy —-2'a,

fi—m fi—m

fn—m

Propriedade 2.3 (condicdo de otimalidade) Considere uma partigio bsica A = [B N em ( '1uc 2 50-
lucdo basica assoctada x; = B b?l](lsl( solugio basica factivel), ¢ seja ' =¢,B™ o vetor
multplicacor simplex. e ((,Nj—h M)EOSH)_ o =0, (150 €, todos ¢ M.Llsl.(slddl.lu55'510
ndo-negatvos), entdo a solugdo bdsica ¢ otma

Solucao

basica
factivel e custos relativos
maiores que zero

R Solucao
otima

roblema de minimizacao




Resumo

Ja vimos:

— Solucoes basicas estio associadas a vértices
(pontos extremos)

— Se ha uma solugao 6tima, entao ha um ponto
extremo (solugcao basica) 6tima.

— Podemos definir os custos relativos de variaveis nao
basic ¢, =(c, —+'a, ) =, B”

— Se, em um problema de minimizagcao (maximizacao),
para uma dada solucao basica, todos os custos
relativos sao positivos (negativos), a solucao € otima.



Perguntas

* 1) A solucao atual é otima ?
Respondida (ver ultimo item do slide anterior)

« 2) Como encontrar uma solucao basica
factivel melhor ?



A solucao nao e otima

 Existe ao menos uma variavel nao-basica
Xy, Para a qual:

A AT
Cry =C, A a, < 0

(Ou a propriedade 2.3 estaria atendida e a
solugcao seria 6tima).

*problema de minimizacao




Minimizar f{x, x,, x,, x,, x,) = — 2x, —x, + Ox, + Ox, + Ox,
X+ X, + o, =

n2

X, =112x=0

.
ame”
-




Multiplicador simplex:
AV=cIB' =0 0 0]






Estratégia simplex

*VVamos perturbar a solugao basica factivel de modo a
diminuir o valor da funcao objetivo .

Definicao (estrategia simplex). Chamamos de estratégia
simplex a perturbacao de uma solugao basica factivel que
consiste em alterar as variaveis nao basicas por:

Xy, = €20, (variavel com custo relativo negativo)

tm}z& J=L2,....n—m, i k.

Isto €, escolhemos uma variavel com custo relativo
negativo e adicionamos uma pequena perturbacao.



Estratégia simplex

X

v, = €20, (variavel com custo relativo negativo)

Xy = 0, j=1L2,...on—m, i #k.

A nova funcgao objetivo vale:

fO)=f&X)+éy 0+t 8y €440y 0
— — —
X Nj X Np X Np—m



Resultado na funcao objetivo

f(x)

Pergunta: a solucao perturbada ¢ factivel ?
Sim, se a perturbacao € suficientemente pequena e a solucao
basica original € nao degenerada.

qual o maior ¢ ?



Direcao simplex e tamanho do passo

 Mudando as variaveis nao-basicas,
obrigatoriamente temos que mudar as variaveis

basicas:

(0\1

KO)

— k

-l 1 s pl D ue
> Xz=B"b-B Nxy=x;-Ba, ¢=x;-y¢

—

dire¢ao simplex!




Direcao simplex e tamanho do passo

. v .. , : _ . 1 \
Definicdo 2.9 (direcao simplex) Chamamos de direcao simplex o vetor y=B"a v,» 0 qual fornece
0s coeficentes de como as varidvers basicas sao alteradas pela estratégia simplex. A direcao simplex
¢ solucio do sistema de equacoes lineares By=a "

* As novas variaveis basicas (perturbadas)
devem continuar nao-negativas:

Rl 1 S S S
X,=B"b-B 'Nx =x;,-Ba, ¢=x;,—-y¢

* Arigor,d = (-Y, e, é a diregcao simplex,
de modo que a nova solucao € x = xMed,




Direcao simplex e tamanho do passo

- = Y . =
Xp =Xy —ve20, 1=1L..m.

 Temos, pois:

se y, <0, entdo x, 20, paratodo €20

Xy

I

se v, >0, como x, =x, —v,e>0, entao, &€ <
i i y

S

Logo. o maior valor de £ ¢ dado por

X B, X :

— = minimo
VY Vi

£

talque y. >0




O que acontece se...

« Se no momento de calcular o passo maximo,
todos os y, sao negativos...

.. significa que para qualquer valor de g, a nova
solucao é factivel. Como quanto maior g, maior
o decrescimento da fungao objetivo, a solucao
Otima sera ilimitadal



Exemplo -

X, X,=4=x,= 0

Considere o exemplo anterior:

v. .- X=3=x=0

Minimizar fxl, Xgy Xgs Xy X, ) = - zx =X, T+ ()x + {}x 4 {}x &suluqﬁo Otima
x1+'xﬁ+'xs =4 — P X,
X, + x, =3 \
}QQ + )C e % ‘..r',f("(nx;)
x,20,x,20, x,20, 4_(} x, 20,
(B, B, B,) = (3,4, 5) (N, N,) = (1, 2).

Solugdo basica: x, = (x,, x,, X,), (obtida para xy, =0)

\

4

iu: B_lh: — Xp=|3
7

2/



Exemplo

A solucao € otima ?

mu]ﬁpﬁmdm" 3’?'”!}(};{:’_‘&'

CB:(CBHCBI’CE;) — ( 3? 49 r) — ((} U (})

0
At =CIT;B_1 » A=|0
0
custos relativos:
I 1
6=c,—'a, ==2-(0 0 0)1|5=2)| &=¢,~4"a, ==1-(0 0 0) 0 |=-
0 1

Nao é 6tima. (Por qué ?)

1




Exemplo

direcao simplex y = (v, Vo V)
(1)
I
.y

By=a, — ¥

A direcao simplex indica a maneira como as variaveis basicas se modificam, ao
se aumentar uma dada variavel ndo-basica (no caso, N,=1)

X, =4—¢
3

. -
.14_t.} E
Y |
13—5.



Tamanho do passo:

Com ovalor de & =3, avaridvel X = x, se anula

avariavel nao-basica x, torna-se positiva: x, = c=3



No caso geral:

Ao resolvermos:

e 'rrB, . ";"‘;B
€ =—=minimoq — talque y.>0
V, V.

determinamos a variavel da base que vai se
anular (sair da base).

* Anteriormente, ao escolhermos uma variavel
nao-basica com custo relativo negativo,
escolhemos a variavel nao-basica que vai
assumir valor positivo (entrar na base).




No caso geral

« Particao anterior:

(X X, 10 )

escolhida para entrar
(custo relativo negativo)

escolhida para sair
(primeira ao se anular ao aumentarmos xNk)



A nova solucao

Pode-se mostrar que a nova matriz B €
iInvertivel.

Como os valores das variaveis da nova B sao
nao-negativos, trata-se de uma solucao factivel.

Seu custo f(X)=fX)+éy € < f(X)



Graficamente, no exemplo

A .
\ X,=1/2&x=0

N g

X, ¥X,=4=Xx,=0

v...- X=3ex=0

* Indice da variavel ndo-basica escolhida para entrar (N, = 1)
(escolhemos aquela com menor custo relativo)

* Indice da variavel basica escolhida para sair (B, = 4)
(escolhemos aquela que primeiro se anulava ao aumentarmos ¢.)
Nova particao: B =(3,1,5) N=(4,2)




Simplex - Fase |l

Fase 11:
{inicio da iteracdo simplex}

Passo 1: {calculo da solucao basica}

~ —I : 1
X; =B b (equivalentemente, resolva o sistema Bx; =b)

Xy =0

Passo 2: {calculo dos custos relatioos }
2.1) {vetor multiplicador simplex
A" =c¢;BT  (equivalentemente, resolva o sistema B™A = ¢,)
2.2) {custos relativos }
f‘yj = Cy, —~)'a N, j=1,2,.,n—-m
2.3) Adeterminacao da variavel a entrar na base
ENR = mi’ninm[.{?NJ ,J=1....n—m} (avariavel xy, entra na base)



Simplex - Fase |l

Passo 3: {teste de otimalidade}

Se €y 20, entao: pare {solucao na ileracao atual ¢ étima’}

Passo 4: {calculo da divecao simplex
-1 . .
y=B a, (equivalentemente, resolva o sistema: By = a,, )

Passo 5: {determinacao do passo e variavel a sair da base
Se y < 0, entao: pare {problema nao tem solugao otima finita: f(x)— — oo}
Caso contrario, determine a variavel a sair da base pela razao minima:
%, %,
-~ ¥ . i . . i ®
€ =——=minimoy— talque y; >0, i=1,..., mp (avariavel x5 saida base)
Vi Vi |

I



Passo 6: {atualizacao: nova particao basica, troque a (-ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N} :

matriz basica nova: B = [ap - ay ay ap - ap |
-matnz naojbaswa nova: N = [a, ---a, a, a, --a, |
ieracao = iteracao + 1

Retorne ao passo 1

{fim da iteracao simplex}



Exemplo 2.26 Considere o seguinte problema de otimizagio linear:

-x, tx,s4
x,20,x,20.

Introduzindo variaveis de folga, temos

Tabela 2.13
Dados do problema.




=

(Bp Bg: Bg) = (33 4, 5): (Np Ng) = (l: 2):

Tabela 2.14
Dados conforme particao na iteracao 1.



Fasso I:

{caleulo da solucao basicay = x, = (x,. x, x.)

Resolva o sistema Bxﬂ = b e obtenha iﬂ =

= = O

Passo 2: {Cdlculo dos custos relativos }
2.1) {vetor multiplicador simplex}: (c, = ({'.‘BI .Cp, - ’333) = (e, c.) = (0,0,0)).
A solucao do sistema B'A = ¢, ¢ A' = (0, 0, 0).
2.2) {eustos relativosy: (N, = 1, N, = 2)

&, =c,—1'a, :—2—({} 0 0) -1 {=—-2 <} = 2. (a vanavel X,
I

2.3) {dt’:"h’:"] minacao da variavel a entra na base |
Como ¢, =y =minimo{cy , j=1,2}=-2<0, entao a varidvel x, entra na base.




Passo 3: {leste de otimalidade}

Os custos relativos mostram a funcao objetivo em termos das varidveis nao-basicas:
J(x) = 0= 1x,—2x,. Como ha custos relativos negativos, a solucao atual nao € 6tima.

Passo 4: {cdlculo da direcao simplex }

1
Resolva o sistema By =a, e obtenha y=[ -1

1

Passo 5: {determinacao do passo e varidvel a sair da base }

- .. 'iﬂl *%33 .. 6 4 -EBB ., .
i ¥ 11 Y3




a p-ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N'}:

(B, B, B,) = (3, 4, 2) (N, N, = (1, 5),

Tabela 2.15
Dados conforme particao na iteracao 2.

[BlN]

0 1 —1 1 0
0 0 — 1

o =T

Exercicio: continue até obter a solucio 6tima



