Calculo I - Lista 2 (Gabarito)

1)

Defina —A = {z € R; —z € A}. Se |l é um limitante inferior para A entdo —! é limitante
superior para —A. Logo —A é limitado superiormente e, portanto, existe sup(—A). Afirmamos
que inf A = —sup(—A). De fato, como sup(—A) > x, para todo x € (—A) entao —sup(—A) <
—z, para todo x € (—A), ie, —sup(—A) < y, para todo y € A. Portando —sup(—A) é cota
inferior para A. Se ¢ > —sup(—A) for cota inferior para A entdo —c < sup(—A) serd uma cota
superior para —A o que nos da uma contradi¢ao. Portando, existe inf A e inf A = —sup(—A).

supA=9,infA=-9 maxA =9, minA = -9;;

sup B = 10, inf B = —10, max B = 10, min B = —10;

supC = \/3, infC = —\/3;

supD =4, inf D = -1, min D = —1;

E=(0,2)U(2,3). supE =3, inf £ = 0;

inf F' =1;

supG = %, infG =0, maxG = %;

supH =2, infG =0, maxG = 2;

Vamos provar que sup A + sup B = sup(4 + B).

De fato, sup A > a, para todo a € A e sup B > b, para todo b € B.
Portanto, sup A +sup B > a+ b paratodoa € A, b€ B.

Logo, sup A + sup B é uma cota superior do conjunto A + B.
Dado € > 0, existem a € A e b € B tais que

sup(A) —e < a
sup(B) —e < b

sup(4)
sup(B)

IAIA

Logo,
sup(A) +sup(B) —2¢ < a+b < sup(A)+sup(B).
Portanto, pela defini¢ao alternativa de supremo, segue que sup A + sup B = sup(A + B).

Vamos provar que sup |A| = max{sup A, —inf A}.
De fato. Se x € Aex > 0entdo x| =x <supA. Sex € |A| e x <0 entdo |z| = —z < —inf A.

Portanto, max{sup A, —inf A} > z para todo = € |A|, ie, sup |A| < max{sup A, —inf A}.

Se sup |A| < max{sup A, —inf A} entdo, pelas defini¢oes de supremo e de infimo, existe a € A
tal que sup|A| < a (caso sup|A| < supA ) ou a < —sup|A| (caso sup |A| < —inf A). No
primeiro caso, sup |A| < a e a = |a|] € |A| o que nos da uma contradicdo. No segundo caso,

sup [A] < —a e —a = |a|] € |A] o que nos das uma contradigao.

Vamos provar que se a > 0, entao sup(aAd) = asup A,

sup A > a para todo a € A. Portanto, asup A > aa, para todo a € A, ie, sup(aA) < asup A.
Se sup(aA) < asup A, pela de defini¢ao de supremo, existe a € A tal que sup(ad) < aa, o que



nos da uma contradicao.

Portanto, sup(aA) = asup A.

Vamos provar que se a < 0, entao sup(aA) = ainf A.

inf A < a para todo a € A. Portanto, ainf A > aa, para todo a € A, ie, sup(aA) < ainf A.
Se sup(aA) < ainf A, pela de defini¢ao de infimo, existe a € A tal que sup(ad) < aa, o que
nos da uma contradicao.

Portanto, sup(aA) = a/inf A.

(e =0) A={0}.

inf B < b para todo b € B. Em particular, inf B < a para todo a € A. Portanto,
inf B <inf A.

supB > b para todo b € B. Em particular, sup B > a para todo a € A. Portanto,
sup B > sup A.

Se L € A entao L = max A.
Se L ¢ A entéo para todo ¢ > 0, pela definigdo de supremo, existe a € A tal que L —c < a < L.

Logo, L é ponto de acumulacao de A.



