Sistemas de Coordenadas

& Transformac@es entre sistemas de
coordenadas

e Aplicag6es graficas frequentemente requerem a
transformacéo de descri¢bes de objetos de um
sistema de coordenadas para outro

e Objeto pode ser descrito em um sistema de
objetos n&o-cartesiano, e precisa ser convertido
para um sistema cartesiano

e Em aplicacdes de animacdo e modelagem,
objetos individuais definidos em seu proprio
sistema de coordenadas (SRO), coordenadas
locais (SRO) sao depois transformadas para
posicionar os objetos no SRU

Transformacdes Geomeétricas

& Aplicadas aos modelos graficos para alterar a
geometria dos objetos, sem alterar a
topologia

& Porque séo necessarias:

e Para posicionar os objetos em relagéo ao sistema

de coordenadas global (‘world coordinate system’)
— alterar tamanho, orientacéo, posicao

e Para ‘mover’ os objetos (gerando uma animagao)

e Para transformar descri¢cdes de objetos entre
diferentes sistemas de coordenadas

e Transformagfes fundamentais: translagéo,
rotacdo e escala
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1) Transformagdes Fundamentais

Translacao:
P(x,y) —==— P’(X,y’)

X’=x+dx, y=y+dy (h)
P=[x P’= [x\, T= [dx

’ ) 2

A B 9

PP=P+T (3)




Escala (em relagéo a origem):
P(x, y) esc P’(x” y’)

X’=SX X, Yy =sy-y 4)
¥ = (% )0
y/ ~\0 sy/ly
P’=S P (5)
sx,sy >0
sx,sy >1.0
sX,sy <1.0
SX = sy
SX # Sy

Derivando as equag6es de rotagéo (fig.):

X=r-cos¢, y=r-sing (8)

cos(0+¢) = r-cos¢-cos® — r-sing -sind

=r-
=r-sin@+¢) = r-cos¢-sin@ + r-sing - cosO ®)

Pode-se obter (6) substituindo (8) em (9)

Rotacao (0) (em relagéo a origem):

Px,y) . P

x’=Xx-c0s6 — y-sin@,
y’=x-sin@ + y-cosO (6)

x’\ _[cos® -sin®\ [x
y’/ ~\sin6 cos6/ \y
PP=R:P 7

Obs.: Angulos s&o definidos como positivos quando a rotagéo é
feita no sentido anti-horério, e negativo caso contrario.

P,=(4,5) P =(7,1)
P,=(7,5) D P,'= (10, 1)
T 71 (10.4)
T T X|
Antes da translagdo X Depors da Translagdo

Translagdo de uma casa (3, -4)

ig rY
!
P, = (4, 5) r P, = (2, 5/4)
P, =(7,5) [ P, = (712, 5/4)
T @y 03 @, 5
o, R,

Escalonamento (n&o uniforme) de uma casa (%2, ¥%4)




P1=(52) 1

P2=(9,2)
52 2

P’ = (2.1,4.9)
P,’= (4.9, 7.8)

—t—
Antes da rotagdo X

Rotacdo de uma casa (45°)
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2) Coordenadas Homogéneas e Matrizes de Transformacao

Para a translagéo, rotacao e escala, as matrizes de transformagéo séao,
respectivamente:

PP=T+P @
PP=R-P 0]
PP=S P ®)

Para poder combinar facilmente seqiiéncias de transformacgdes, é
interessante expressar as 3 como multiplicac6es matriz-ponto. Isso é
possivel representando os pontos em Coordenadas Homogéneas.
Um ponto (no espago 2D) representado em coordenadas homogéneas
é descrito por trés coordenadas:

P= <x> P=/x
y y
w

Observacéo

& Aplicar qualquer transformacao a um objeto é
equivalente a aplicar a transformacao inversa
ao seu sistema de coordenadas!!

& A transformacdao inversa € descrita pela
inversa da matriz que define a transformacao
original

& Exercicio: verifique com os exemplos da
apostila!
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2) Coordenadas Homogéneas e Matrizes de Transformacao

A transformacao do sistema homogéneo
para o sistema cartesiano se da pela
seguinte relacao:

(x.y) = (XIW,y'/W)




2) Coordenadas Homogéneas e Matrizes de Transformacgdo

& Dizemos que dois conjuntos de coordenadas
homogéneas, [x y W] e [X' y W’] representam o
mesmo ponto se e somente se um é multiplo do
outro

X, y, W)= (X, y, W) ex' =tx
y =ty
W’=tw

& Assim, (2,3,4,6) e (4,6,8,12) séo diferentes
representacdes (no espago homogéneo) para o
mesmo ponto (no espaco cartesiano)

e = = = |
2) Coordenadas Homogéneas e Matrizes de Transformacao

& Pontos onde W = 0 estdo, por definicdo, fora do espaco vetorial

(0, 0, 0) ndo é permitido
W =0 = ndo é permitido

Se W =0 = (x/w, y/w, 1)
x/W, y/W = coordenadas cartesianas do
ponto homogéneo

& Outras vantagens do espago homogéneo: evita o uso de casas
decimais e virgulas, bem como problemas ocasionados pela
representagdo de nimeros muito grandes

e (1,2,1,1000), (1, 2, 1, 1/2000000)

& Quando W =1, a transformacéo entre os espacos é direta
o (xy.1)=(xy)

Fig. Espaco de Coordenadas Homogéneas
XYW, com plano W=1 e o ponto P = (X, y, W)
projetado sobre o plano W = 1.

¥

Obs.: Se tomarmos todas as triplas que representam o mesmo ponto,
isto é, todas as triplas da forma (tx, ty, tW), com t # 0, obtemos uma
linha no espago homogéneo 3D.

- Se “homogeneizamos” o ponto (dividimos por W), obtemos o
ponto naforma (x, y, 1).

- Os pontos homogeneizados definem um plano dado pela
equacédo W =1 no espagco homogéneo (x, y, W).

Translac&o (Coordenadas Homogéneas)

HEEE
1 0o 0 1 1

P’=T(dx, dy) - P (11)
O que acontece se um ponto P é transladado para P’ e a seguir para P”’?
P’ =T(dx,, dy,) - P (13)
P” =T(dx,, dy,) - P’ (14)

P” = T(dx,, dy,) - (T(dxy, dy,) -P) = (T(dxy, dy,) T(dxy, dyy)) -P

e
T(dx,, dy,) T(dxy, dy;))= [1 0 dx,| |1 0O dxi| =
l 0 1 dy,[|0 1 dy,
0O 0 1 0o 0 1
Transformacéo de
Composigao = F 0 dxﬁdxﬂ = T(dxy+dx,, dy +dy,)
0 1 dy;+dy, l
0 0 1

aditiva!




Escala
x’ sx 0 O X
1 0 0 1 1
=8S(sx, sy) P (18)
Aplicando 2 escalas a um ponto P:
P’ =8(sx,, sy;) ' P (19)
P” = §(sx,, sy,) ' P’ (20)

P” = 8(sxy, sY;)  (S(sXy, Sy1) P) = (S(sX SY,) - S(SXy, 8Yq)) - P

e
S(SX,, SY,) - S(SX1,Sy1) = [Sx, O O |fsx, O O | =
0 sy, O 0 sy, O
0 0 1 0 0 1
= [sXxySX, 0 0| = S(sx;-SXy, SY;SY,)
{ 0 SY1'SY, O} l
0 0 1

multiplicativa!

Rotacao
m :F:ﬁz co%0 8} H @
1 0 0 111
=R(0) P (24)

Como exercicio, mostre que 2 rotagc6es sdo aditivas

TRANSFORMACOES AFINS:
» Sequéncia arbitraria de rotacdes, translacdes e escalas.
» Preservam paralelismo de linhas, mas ndo preservam
comprimentos e angulos
TRANSFORMACOES DE CORPO RIGIDO:
* Matrizes de transformagé&o da forma
____— Sub-matriz ortogonal

M= [[ry oz || %
a1 fp| ty

0 0 1

* Preservam angulos e comprimentos
* Ex.: Seqliéncia arbitraria de rotacGes e translacdes

3) Composicao de Transformacdes

Combinacao de matrizes de transformacdo R, S e T — Eficiéncia (uma
s6 transformagé@o composta substitui uma série de transformacgdes
sucessivas)

Ex. 01: Rotacdo de um objeto em torno de um ponto arbitrario P;:

1) Translacéo leva P, a origem 2) Efetuarotacéo 3) Efetuatranslacéo oposta
P Fig. Rotagdo em relacédo a
! um ponto P1 (8)
Apés translagdo
Objeto ongnul L;d:nl;:;shﬁﬂ Apés rotagdo mpzwix:]i posngi?‘ y

0 1 y,[|sin@ cos6 0|0 1 -y;
0 01 0 0 1Jlo 0 1

= rose -sin@ X, (1 -cose)+y, sine}

T(Xq, Y1) - R(O) - T(-Xq, yy) = {l 0 ><1Hc059 -sin@ OMl 0 —xl} =

(30)

sin®  cosé Y1 (1 —cosB)—x,-sin®
0 0 1

Ex. 02: Escala em relagdo a um ponto arbitrario P,
(Translacédo para a origem, Escala, Translagdo oposta)

T(X1, y1) - S(sX, 8Y) - T(-X1, -y1) =

= 1 0 Xxqf[sx O Of[1 O -x4| = [sx 0 x;-(1-sx)
0 1 y,;f|0 sy 0|0 1 -y, 0 sy yi-(1-sy) (31)
0 1

0 0 1JLO O 1Jl0 0 1 0

Ex. 03: Escala e Rotacdo em relacéo a P,, posicionamento em P,
(Translada P, para a origem, Efetua escala e rotacdo desejadas, Translada origem para
anova posigéo P,)

h O b & [

T o de Escala Rotaglio Tnnslaqin
0"’°‘° P, 4 origem
Fig. Escalae Rotacdo de umacasa

A matriz de transformagéo é: T(x,, y,) - R(6) - S(sx, sy) - T(-xy, -y,)




Obs.: Se M1 e M2 representam duas transformac¢des fundamentais
(translacéo, rotacdo ou escala), existem alguns casos especiais em
que:

M; M, =M, M,

M1 M2
Translacao Translagao
Escala Escala
Rotacéo Rotacéao
Escala Uniforme | Rotagdo

Nestes casos, ndo precisamos nos preocupar com a ordem de
construgdo da matriz de transformacéao.

(Como exercicio, verifique que isto é verdade.)

+  Umaaplicac@o em que a eficiéncia € muito importante é na
criagdo de sucessivas “vistas” de um mesmo objeto. Se
cada vista é uma rotacado de poucos graus da anterior, e
puder ser gerada e apresentada suficientemente rapido,
parecera ao observador que o objeto esta sendo
rotacionado continuamente (animagéao!).

« A eficiéncia é critica nesse caso em particular (rotagdes)
porque os calculos envolvidos utilizam fungées
trigonométricas e varias multiplicagdes em ponto-flutuante.

e = = = |
5) Eficiéncia

Uma composicdo genérica de transformagdes R, Se T,
produz uma matriz da forma:

M = [iry 1o tx
fa1 o |ty

0 0 1

O célculo de M-P requer 9 multiplicagdes e 6 adigdes. Como a
Gltima linha da matriz é constante, os calculos efetivamente
necessarios séo:

)

X
y

X Iy + Yy ryp, + tx
X Tty Iy +ty

2

ou seja, quatro multiplicagcdes, duas adi¢des.

« Para obter a velocidade de apresentagdo necesséria, as
transformac8es devem ser efetuadas sobre os pontos do objeto o
mais rapidamente possivel.

* As equacdes de rotagdo (7) requerem 4 multiplicagdes e 2
adicOes, além das 4 chamadas as fungdes trigonométricas.

* Se 0 é pequeno (poucos graus), sabemos que cosf ~ 1. Nesse
caso, podemos simplificar (7) para exigir 2 multiplica¢des, 2

adicdes, duas chamadas a funcdes. (37)
x’ = X — y-sin®
y =y + x-sinf

- A equacgdo acima aproxima os valores corretos de x’, y’, mas
introduz um erro cumulativo. Uma aproximagao melhor usaria x’
no lugar de x na 22 equagéo:
e
y

X — Yy sin®

x'-sin® +y =

(X — y-sin@)-sin® + vy =
X 'sin® + y - (1-sin?)




) Y e T

Matriz de rotagdo R=  [cos® -sin6 O
sin@ cosé 0
0 0

& Tomando as duas (trés) linhas da sub-matriz 2x2 (3x3) superior
esquerda da matriz de rotagdo como 2 (3) vetores:

vl =[cos0 -sin@], v2 =[sin@ coso]
& E possivel mostrar que esses vetores apresentam 3 propriedades:
e S&o vetores unitarios
e Sdo perpendiculares entre si (seu produto escalar é zero)

e Se esses vetores forem rotacionados pela matriz R(6), eles irdo se alinhar
com as direcdes positivas dos eixos principais x e y (e z), respectivamente.

e e e e

& Essa informacao é til para derivar a matriz
de rotacédo quando néo se conhece o angulo
de rotacéo a ser aplicado, mas a orientacéo
final desejada para o objeto:

e definindo dois vetores unitarios ortogonais
entre si, u e v, que descrevem a orientagéo
desejada para o objeto, a matriz de rotagéo
necessaria para reposicionar o objeto original
segun %xessa \(l)xrienthéo é dada por:

o

uy V.

0

y

) Y e T

& Assumindo que a matriz abaixo € uma matriz
de rotacéo, observe:

M1 12 0 M1 Mg .F1g +hp Ty =1
f21 f22 0 o | = F21:Ta*T2:T1g =0
0 0 1 1 1
M1 12 0 M1 M1 .Ta1 +T1.T5[ = 0
21 22 0 Tag | = fa1-Ta1r +10.Tpg =1
0 0 1 1 1

e lembre que os vetores r; e r, S80 unitarios.

e e e e

Exem P lo Matriz resultante é
equivalente a matriz de
rotacéo R(90°)

y u
= - ;
x =(1,0); u=(0,1)
y=(0,2); v =(-1,0)
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Mudanca entre sistemas de
coordenadas

& Até o momento, discutimos transformacdées
sobre os pontos que definem um objeto
assumindo que esses pontos (antes e
depois) séo dados relativos a um mesmo
sistema de coordenadas.

e O sistema de coordenadas néo se altera...

& Uma forma equivalente de tratar
transformacGes geométricas € como uma
mudanca entre 2 sistemas de coordenadas:
dado um objeto relativo a um sistema de
referéncia, queremos determinar suas
coordenadas relativas a um outro sistema.

== —]——
Mudanca entre sistemas de
coordenadas

& Para transformar descricdes de um objeto
dadas em um sistema de referéncia Oxy para
um sistema Ox’y’, € necessario determinar a
transformacao que alinha os eixos x’y’ com
0S €eixos Xxy.

& No exemplo da figura a seguir, isso requer 2
passos: uma translacéo para alinhar as
origens, seguida da rotacdo que alinha os
eixos.

e e e e

eixay

e,‘,,o\l' WPV: Fig. — Um sistema de coordenadas
s ¢ Cartesiano x'y' posicionado em (Xq, Yo)
nt o X com orientagdo 6 em um sistema de

coordenadas Cartesiano xy.

i
0 X aivax

Fig. — Posicdo do quadro de referéncia
mostrado na figura acima, apés transladar
0 sistema x'y' para que sua origem
coincidisse com a origem do sistema xy.

Mxy—)x’y’ = R('e) : T(-XO, 'yo)

_— e e e
Mudanca entre sistemas de
coordenadas

& Forma alternativa: usar diretamente os
vetores que definem a orientacdo de
Ox’y’ para determinar a matriz de
rotacao




ebwoy

o : i i
o o Fig. — Sistema de coordenadas
v o Cartesiano X'y’ com origem em Py=(x,,

Yo) € eixo y' paralelo a um vetor V.

0 %o eixox

Fig. — Um sistema Cartesiano x'y' definido
com duas posi¢des coordenadas, Py e Py,
dentro de um quadro de referéncia xy.

of X, eixax
Diregao de y’ é dada por V: Direcdo de x’ é dada por:
V= Vo= (v T = R(-90°) -V = (v, -V,) = (U, uy)
V]

—=EEmplo —transformacao—

como mudanca entre
sistemas de coordenadas
u

P’
P’S
y Ps P,
\ 0’ = (Xnvyn)xy
B
P U=(0,1) ;
A P, x v=(-10),,

Exemplo

& Objeto na posicao A deve ser transformado para a
posicéo B.

e Requer uma rotagéo de 90 em relagéo ao sistema Oxy,
seguida de uma translacéo para O,

& Problema pode ser tratado como o da conversao do
objeto na posi¢éo B dado no sistema de referéncia
Ouv para o sistema Oxy

& Abordagem consiste em alinhar o sistema Oxy ao
sistema Ouv

e Transformacéo envolve a rotagao de 90 (que alinha os
eixos) seguida da translacéo de (x,,y,) que alinha as
origens.

& Matriz que transforma as coordenadas do objeto de
um sistema Oxy para um sistema Ouv é denotada:
M Xy — uv
e No exemplo, M, = T(X,,y,) - R(90°)

& Uma forma alternativa consiste em definir a matriz de
rotacdo em termos dos 2 vetores unitarios ortogonais

entre si que definem a nova orientacao doo bjeto

U, U
e No caso, u= (0,1);v = (-1,0) VX vy 0

x Vy

0 0 1




