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Um Exemplo: Parénteses Casados

@ Parénteses casados incluem todas as cadeias
balanceadas de parénteses esquerdos e direitos - por
exemplo, (()), () e (O(()))- A seguinte especificacao
descreve a linguagem de parénteses casados
intuitivamente:

@ A cadeia () é bem formada.

@ Se a cadeia de simbolos A é bem formada, entdo a cadeia
(A) também é.

© Se as cadeias A e B sdo bem formadas, entdo a cadeia AB
também é.

@ Pode-se agora seguir esta definicdo intuitiva para obter um
sistema de re-escrita - uma gramatica - que gera
exatamente o conjunto de cadeias legais de parénteses
casados:

QsS-()
Q@ S-(5)
Q@ S-—SS
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Um Exemplo: Conceitos

@ Estas trés regras de re-escrita sdo chamadas de
producoes. Elas dizem “dada uma cadeia, pode-se formar
uma nova cadeia substituindo um S por () ou (S) ou SS”.
Para gerar (())(()()), ocorrem as seguintes substitui¢cdes:

S= 85=(5)S=(0)S= (0)S) = (0)(SS) =
(O0S) = (OO0)

@ Pode-se resumir a derivagao anterior com a notagao:

S="(0)00)

@ que significa que “S deriva (em muitos passos) (())(()())"
Quando se deseja descrever v = w em palavras, onde v e
w sao cadeias arbitrarias, deve-se dizer que “v deriva
diretamente w.” Entdo SS deriva diretamente (S)S.
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Um Exemplo: Conceitos

@ A gramatica apresenta dois tipos diferentes de simbolos:
os nao-terminais, ou variaveis, que sao os simbolos que
podem aparecer em derivacdes mas nao aparecem nas
cadeias finais (no exemplo, S é a Unica variavel); e os
terminais, que sdo os simbolos que formam a cadeia que
se deseja produzir (no exemplo, “(” e “)” sédo simbolos
terminais).
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Alfabeto e Linguagem

@ Seja ¥ um conjunto finito ndo vazio de simbolos terminais
(tokens), ou alfabeto terminal. Seja * o conjunto de
todas as cadeias de comprimento finito sobre . Este
conjunto infinito de cadeias inclui a cadeia vazia \.

@ Uma linguagem L sobre ¥ é qualquer subconjunto de ¥*.
Entédo a linguagem de parénteses casados, M, é uma
linguagem porque M C {(,)}*. Cada cadeia w em L tem
um comprimento finito, |w|, com |A\| = 0. Se w = X1 X2...Xp,
cada x; € ¥, temos |w| = n. Podemos escrever X para
denotar a linguagem de cadeias ndo vazias sobre ¥. Se
W = X1 Xp...Xnp € W = X{X;...X], S80 duas cadeias
quaisquer, podemos concatena-las para obter

WW = X1 Xp...XnX{ Xb... Xy

@ Estabelece-se que wA = Aw = w.
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Gramatica

@ Definicao. Uma gramatica de estrutura de frase G é
uma quadrupla (X, V, S, P) onde X e V sdo alfabetos
finitos disjuntos e

@ X é o alfabeto terminal para a gramatica;

@ V é o alfabeto nao terminal ou alfabeto de variavel para a
gramética;

© S é o simbolo inicial para a gramética; e

© P ¢ conjunto de produgdes da gramatica. P é um conjunto
de pares (v, w) com v uma cadeia em (X U V) contendo no
minimo um simbolo ndo terminal, enquanto que w € um
elemento arbitrario de (X U V)*. Um elemento (v, w) de P
€ usualmente escrito como v — w.

@ A gramatica para a linguagem de parénteses casados
pode ser escrita como
G=({()}{5,5{5-(0.5—=(5),5—~ SS})
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Linguagem

@ Definicao. Seja G uma gramatica com simbolo inicial S. A
linguagem gerada por G, L(G), é definida como o
conjunto de cadeias terminais derivaveis do simbolo
inicial:

L(G)={wlweX*eS="w}

@ Dado G, se S =* w (onde w é em geral construido tanto
de simbolos terminais como nao terminais) referimos a w
como uma forma sentencial. Entédo L(G) é o conjunto de
formas sentenciais terminais.
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Exemplos

@ Exemplo 1: Sejam V = {S}, ¥ = {a, b},
P={S — aSh,S — ab}. Neste caso
L(G) ={a"b" | n> 0}. Ou seja, L(G) é o conjunto de
todas as seguintes cadeias: um bloco ndo vazio de a’s,
seguido por um bloco de b’s do mesmo comprimento.

@ Exemplo 2: O conjunto de produgdes de uma gramatica

S—aSa|bSb|a|b|A

gera o conjunto de todos os palindromos sobre o alfabeto
terminal {a, b}.

@ Exemplo 3: A seguinte gramatica gera todas as cadeias
sobre o alfabeto terminal {0, 1} com um namero igual de

Ose 1’s:
o V={S AB}
e ¥ ={0,1}

o P={S—0B|1A, A~ 0|0S|1AA B—1|1S|0BB}.

Jodo Luis G. Rosa (© 2012 - SCC-505: I. Linguagens Regulares e Autdmatos Finitos



A Primeira Linguagem
Gramaticas e Linguagens
Linguagens Regulares e de Estados Finitos

Gramdticas e Linguagens

Gramatica Linear a Direita - GLD

@ Definicdo: Uma gramética G = (X, V, S, P) é linear a
direita (GLD) se toda produgéao é da forma
A—bCouA—b
onde A,C € Ve be XU{A}. Uma linguagem gerada por
tal gramatica € chamada de linguagem linear a direita.
@ Exemplo 4: Considere a GLD G; com produgdes
S—X|0|0S|1]|1S
Claramente, L(Gy) = {0,1}*, o conjunto de todas as
cadeias binarias.
@ Exemplo 5: Agora, considere a GLD Go:
S—AN|0S1T,
T—0T|1S
Pode-se provar que

L(Gz) = {w|w € {0,1}* e w tem um nUmero par de 1’s }
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@ O estilo de linguagem de programacao para escrever
gramaticas, a chamada forma de Backus-Naur, ou BNF,
usa uma notacao levemente diferente. Na BNF as
variaveis sao fechadas em < >, e — é substituido pelo
simbolo “::=". Portanto, a segunda produc¢ao do exemplo
dos parénteses casados:

S—(S)
@ é escrita na notacido BNF como:
<S>u=(<S8>)
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Tipos de Gramaticas e Linguagens

@ Definicao: Seja G = (X, V, S, P) uma gramédtica. Entdo G
é classificada como tipo i, i = 0,1,2,3, de acordo com
restricdes na forma das regras de P:

e Uma gramatica é do tipo 3 se toda produgéo de P for da
formaA— bCouA— b,onde A, CecVebecXxoub=)\
Tais gramaticas sao as gramaticas lineares a direita.

e Uma gramatica é do tipo 2 se toda producgéao de P for da
formaA— w,comAc Vewe (XU V)*. Estas sdo as
gramaticas livres de contexto.

e Uma gramatica é do tipo 1 se toda produgéo de P for da
forma vAw — vzw onde z € (X U V)* (isto é, z # )). Em
adi¢ao, permite-se a Unica regra-A S — A no caso onde S
nao aparece do lado direito de nenhuma produgéo. Sao as
gramaticas sensiveis ao contexto.

e Qualquer gramatica é do tipo 0. Nao existem restricbes na
forma das producdes para as gramaticas desta classe. Sao
chamadas de gramaticas irrestritas.

Jodo Luis G. Rosa (© 2012 - SCC-505: I. Linguagens Regulares e Autdmatos Finitos



A Primeira Linguagem
Gramaticas e Linguagens
Linguagens Regulares e de Estados Finitos

Gramdticas e Linguagens

A Hierarquia de Chomsky

@ Vai-se usar a notacao £, para as linguagens de tipo /:
Li={L € ¥*|L = L(G) para alguma graméatica G de tipo i}
@ O Teorema da Hierarquia: A hierarquia de Chomsky é
uma hierarquia estrita de classes de linguagem:
L3 S LS Ly S Lo

linguagens do tipo 0

linguagens do tipo 1 ou
sensiveis ao contexto

= linguagens do tipo 2 ou livres
de contexto

- linguagens do tipo 3 ou lineares a
direita ou regulares
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Linguagem Regular

@ Definicao: Seja ¥ um alfabeto finito. Uma linguagem
L C ¥* é regular se L for finita, ou L pode ser obtida
indutivamente usando uma das seguintes operagoes:
@ Lé LUl aunidode Ly e Ly, onde Ly e L, s&o regulares;
ou
@ LélL L, aconcatenacdode L1 e Lo, onde Ly e L, sdo
regulares; ou
© Lé L, aiteragio de Ly, onde L; é regular.
@ Note que o conjunto vazio () e o conjunto {\} s@o ambos
regulares, sendo finitos. As linguagens
Q {ab}*-{a}*
Q {a b}

sao também regulares. Por que?
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Expressao Regular

@ Proposicao: Todo conjunto regular € uma linguagem
linear a direita.

@ Definicao: Seja ¥ um alfabeto finito. Define-se
expressoes regulares R e suas denotagdes de conjuntos
regulares S(R) indutivamente como:

@ 0 é uma expressao regular com S(() = ), o conjunto vazio.

@ ) é uma expressao regular com S()\) = {\}.

© Se ac ¥, entdo aé uma expressio regular com S(a) =
{a}.

© Se R e R sdo expressdes entdo (R + R2) ou (Ry|R:) €
uma expressao regular com S((Ry + R2)) = S((R1|R2)) =
S(R1) U S(Ry).

© Se Ry e R; sdo expressodes entdo (R; - R2) é uma
expressao regular com S((Ry - R2)) = S(Ry) - S(R2).

© Se R éregular entéo (R)* é regular com S((R)*) =
(S(R))".
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Expressao Regular: Exemplos

@ (a-+ b)* denota todas as cadeias sobre ¥ = {a, b}

@ (a* - b*)* denota todas as cadeias sobre ¥ = {a, b} (Por
que?)
© (aa+ bb)*, que abrevia ((a- a) + (b b))*, representa
todas as cadeias finitas de a’s e b’s construidas pela
concatenacao de pares de a’s e pares de b’s.
QO aa(b* + aaa)c + (a+ c)* representa a linguagem que é a
unido de trés sublinguagens:
@ todas as cadeias comegando com um a duplo, seguido por
qualquer numero de b’s, seguido por um c;
@ alinguagem cadeia {aaaaac}; e
© alinguagem construida por todas as cadeias de a'’s e c’s.
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Expressao Regular: Extensoes

@ Objetivo das extensdes as expressoes regulares de
Kleene:
e melhorar a capacidade de especificar os padrées de
entrada.

@ Algumas extensdes (usadas inicialmente no Lex - utilitario
Unix), Uteis na especificagéo de analisadores Iéxicos:

@ Uma ou mais instancias: operador *. Leis algébricas:
r=rt|\rt=rm=rr

@ Zero ou uma instancia: operador ?. Lei algébrica:
r?=r|Xoul(r?)=L(r)Uu{\}.

© Classes de caracteres: a expressao regular
ai +a+ ...+ ap, onde a; € ¥, pode ser substituida por
[a1ap...an]. Quando aja....a, formam uma sequéncia
l6gica, pode-se substitui-la por a; — an. Logo,
[abc]=a+b+c,ela—zl=a+b+ ..+ 2z
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Expressao Regular: Extensoes

@ Exemplos:
@ Identificadores da linguagem C no padrio de Kleene:
o letra_ —A|B|---|Z|alb|-|z|_
@ digito—-0]1]---]9

o id — letra_(letra_ | digito)*
@ |Identificadores da linguagem C no padréo estendido:
@ letra_— [A— Zaz_]
@ digito — [0 — 9]
o id — letra_(letra_ | digito)*
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Expressao Regular e Gramatica

@ Exemplo: Considere a expressao regular (b* + (ab)*).
Para achar uma gramatica linear a direita para esta
expressao, primeiro forme uma gramatica para b*:

S1 — bSy|\. Entéo forme uma gramatica para (ab):
S, — aB», B, — b. Isto pode ser estrelado adicionando
S, — A, Bo — bS,. Finalmente, a linguagem completa
pode ser gerada adicionando S — bS;|\|aB,, levando a
S — bSi|\aB:

S1 — bSi|A

Sg — aBg|)\

B, — bSz|b
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Automato Finito

@ Nesta secao, introduzimos a classe béasica de dispositivos
de computacdo chamados de automatos finitos. Estes
dispositivos julgam a legalidade de cadeias sobre algum
alfabeto finito. Vamos mostrar que a colegao de
linguagens que podem ser aceitas por autbmatos finitos é
exatamente a de linguagens regulares.

@ Exemplo. O autémato finito dado a seguir aceita a
linguagem ((0 + 1)0*1)*.
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@ Definicao: Um autémato finito deterministico (AFD)

é especificado por uma quintupla (Q, ¥, 4, qo, F) onde
e Q é um conjunto finito de estados

Y é o alfabeto terminal

0: Q@ x X — Q é afuncao de transmissao de estado

Qo € Q é o estado inicial

e F C Q é o conjunto de estados de aceitagao.

@ Entéo o grafo de estado de um AFD tem um né para
cada g € Q, que é rotulado; tem uma seta livre apontando
para o0 né qg; tem um circulo duplo para um n6 g apenas
no caso de g € F; e tem um arco rotulado x levando de
um né g para um n6 g’ apenas no caso de (g, x) = q'.
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@ Definicao: Dado um AFD M, define-se por indugéo a
fungcdo 0*: Q x ¥* — Q, tal que 6*(q, w) é o estado para o
qual M ira na cadeia de entrada w se comegado no estado
Qo:

e Passo Basico: §*(g,\) = q para cada estado g € Q. Se M
comegou no estado g, entdo quando ele receber a cadeia
de entrada vazia ele deve ainda estar no mesmo estado g.

e Passo de Indugao: Para cada estado g € Q, cada cadeia
de entrada w € ¥ * e cada simbolo de entrada x € ¥,
estabelece-se que ¢*(q, wx) = §(5*(q, w), x).

q W &g, w) X 5(8%g, w), x)

Jodo Luis G. Rosa (© 2012 - SCC-505: I. Linguagens Regulares e Autdmatos Finitos



Autdématos Finitos Deterministicos
Autébmatos de Estados Finitos Autématos Finitos Nao-deterministicos

Linguagem de Estados Finitos

@ Definicao: O conjunto T(M) de cadeias aceitas pelo AFD
M=(Q,%,6,q.,F)é
T(M)={w|w e X*ed"(q,w) e F}

compreendendo todas as cadeias terminais que enviam M
do seu estado inicial gg para um estado de aceitagéo, isto
€, um estado em F.

@ Diz-se que um subconjunto L de ©* é uma linguagem de
estados finitos (LEF) se for igual a T(M) para algum AFD
M.

@ Proposicao: Toda LEF € uma linguagem linear a direita.

@ Teorema: Toda LEF é um conjunto regular.
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Expressao Regular Equivalente

@ Seja 0 seguinte autbmato:

@ Para gerar a expressao regular equivalente a este
autémato, é necessario estabelecer todos os caminhos
que levam do estado inicial gy a um estado de aceitacao
(neste caso g»). Os caminhos sao:

e Degyaqg.:1-0*
eDeqgagiag:0-1*-0-0*
eDeqagiaggagiag:0-1*-0-0*-1-1*.0-0*
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Expressao Regular Equivalente

@ Observe que ha um ciclo se repetindo entre g» e g1, logo
pode-se representar os caminhos que levam de gy a @
passando por gy da seguinte forma:

eDegagiagalgag):0-1%-0-0%-(0*-1-1%.0-0%)

@ Outro caminho é de g a g» e realizando o ciclo g1 < g»:

eDegaqga(grag):1-0%-(0*-1-1*-.0-0*)*, que inclui
1. 0* inicial.

@ Logo a expressao total fica:

1-0%-(0*-1-1*.0-0%)*+0-1*-0-0*- (0*-1-1*-0-0%)* =
(1-0°+0-1*.0-0%)-(0*-1-1*-0-0%)*
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Nao Determinismo

@ Deseja-se provar que toda linguagem linear a direita é
uma LEF. Considere a seguinte gramatica linear a direita:

({a7 b}7 {q07 Q1 ) CI2}7 qu

{9 — agi,q1 — b, qo — agqe. g2 — a})
@ Esta gramatica leva a seguinte maquina:

@ A estrutura obtida ndo é um AFD, porque dois arcos
saindo de qo tém o mesmo rétulo, a. Isto viola a condigéo
da regra de transicao para um AFD ser uma funcao.
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Automato Finito Nao Deterministico

@ Quando transicées multiplas deste tipo estdo presentes
em M, diz-se que M é uma maquina nao-deterministica.

@ Definicao: Um autémato finito nao deterministico
(AFN) M é especificado por uma quintupla (Q, X, d, Qp, F)
onde

e Q é um conjunto finito de estados
e ¥ é o alfabeto terminal
e J: Q x ¥ — 29 atribui a cada par estado-entrada (g, x) um

conjunto (g, x) C Q de préximos estados possiveis (29 é

0 conjunto poténcia de Q ou conjunto de todos os

subconjuntos de Q)

Qo C Q é o conjunto de estados iniciais

F c Q é o conjunto de estados de aceitacao.
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Automato Finito Nao Deterministico

@ Viu-se que um AFN é como um AFD exceto que existe um
conjunto de estados iniciais e um conjunto de préximos
estados possiveis.

@ Estas complicagdes significam que uma cadeia pode
induzir caminhos multiplos através de um AFN, alguns
terminando em estados de aceitacdo, outros terminando
em estados de ndo aceitagao.

@ Lida-se com esta ambiguidade dizendo que w € ¥* é
aceita se existe pelo menos uma forma de chegar a um
estado de aceitagao.

@ Vai-se definir agora 6* : 29 x ¥* — 29 para um AFN tal
que §*(P, w) é o conjunto de estados alcangaveis a partir
de algum estado em P pela aplicacdo da cadeia de
entrada w.
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Automato Finito Nao Deterministico

@ Definicdo: Estenda ¢ : Q x ¥ — 29 para um AFN para
6* 29 x ¥* — 29 por:
e Passo Basico: §*(P,\) = Pparacada P C Q.
e Passo de Inducdo: 6*(P, wx) = U{d(q, x)|q € (P, w)}
paracadawer*, xexXxePC Q.
@ Estabelece-se que
T(M)={w|w € * e §*(Qy,w) N F £ ()}
€ o conjunto de cadeias de entrada tal que no minimo um
caminho, rotulado com simbolos de w em ordem, através
do grafo de estado leva M de um estado inicial para um
estado de aceitagao.
@ Proposicao: Um subconjunto de ¥* € uma linguagem de
estados finitos se e somente se ele for T(M) para algum
AFN M.
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Conversao de AFN para AFD

@ Exemplo: Considere o seguinte AFN.

@ Os estados qg e g» sao estados iniciais, enquanto que o
estado g; € o Unico estado de aceitacao.
@ Existem 2/9l (neste caso, 2% = 8) estados no AFD

equivalente, mas na préatica ndo € necessario considerar
todos eles, porque muitos sao inalcancaveis.
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Conversao de AFN para AFD

@ Tira-se vantagem desta observacao comecando do novo
estado inicial ggo, correspondente a unido de qo € o, €
construindo estados adicionais na medida em que eles
sdo gerados. Comega-se com

0 a b
{90,922} | {32, 01} {90, %}

que descreve a acdo de § no estado inicial gpo de entradas
ae b, respectivamente. De maneira analoga, chamar-se-a

o estado {2, g1} de Qo1:
) a b
Qo2 | 21 Qo2
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Conversao de AFN para AFD

@ Apenas um novo estado foi gerado, assim produz-se sua

linha:
0 a b
Q1 | 1 G4
@ Entdo tem-se:
5]l a b
I g1 G
@ A tabela completa do ¢ fica:
0 a b
Qo2 | 921 Qo2
Q1| g1 G
g | 31 G
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Conversao de AFN para AFD

@ Todos os estados resultantes que contém estados finais
do AFN original sdo estados de aceitacdo no AFD
correspondente. O diagrama de estados do AFD
equivalente é:

@ Teorema: Toda linguagem linear a direita L é uma LEF.

@ Conclui-se portanto que as classes de linguagens lineares
a direita, linguagens regulares e linguagens de estados
finitos coincidem.
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