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Capitulo 1

Avisos Gerais sobre a Disciplina

1.1 PAgina do curso na web

A pégina da disciplina que serd ministrada pelo professor Wagner tem o seguinte enderego:

Wwww.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304/sma304.htm]

1.2 Endereco de email

O endereco de email do professor Wagner é o seguinte:

wvilnunes@icmc.usp.bi

1.3 Sala no ICMC

A sala do professor Wagner no ICMC ¢ a:

1.4 Telefone / Ramal

O telefone/ramal da sala do professor Wagner no ICMC é:
(33) 73-9745 |

1.5 Horario das aulas

Os horarios das aulas da disciplina SMA332 - Célculo II ministrada pelo professor Wagner
serao:

3.as e 5.as-feiras, das 10:10 &s 11:50 na sala (a ser definida)

Outras informagoes podem ser obtidas no seguinte endereco da web:

Wwww.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304/sma304.htm]



www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/sma304.html
mailto:wvlnunes@icmc.usp.br
www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/sma304.html

6 CAPITULO 1. AVISOS GERAIS SOBRE A DISCIPLINA

1.6 Ementa da disciplina

1. Espacos vetoriais reais e complexos..
2. Dependéncia linear.
3. Base.
4. Dimensao.
5. Subespacos.
6. Soma direta.
7. Transformgdes lineares.
8. Nicleo e imagem.
9. Isomorfismo.
10. Matriz de uma transformagdo linear.
11. Autovalores e autovetores.
12. Subsepagos invariantes.
13. Diadonalizagao de operadores.
14. Forma candnica de Jordan.
15. Espagos com produto interno.
16. Ortogonalidade.
17. Isometrias.

18. Operadores auto-adjuntos.

Outras informagdes podem ser obtidas no seguinte enderego da web:

Wwww.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304/ementa304.html

1.7 Bilbiografia da disciplina
Os livros sugeridos para consulta serdo os:

e Callioli, C.A. & Domingues, H.H & Costa, R.C.F. - Algebra Linear e Aplicacdes, Sao
Paulo, Atual, 1983.

e Zani, S. - Algebra Linear, Notas de Aula do ICMC, USP.


www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/ementa304.html
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e Boldrini,J.L. & Costa, S.I.R & Figueiredo, V.L & Wetzler, H.G.- ALgebra Linear, Séo
Paulo, Harper-Row, 1980.

e Lay, D. - Linear Algebra and Its Applications, Reading, Mass, Addison-Wesley, 1997.

Outras informagdes podem ser obtidas no seguinte endereco da web:

Wwww.icmc.usp.br/ wvinunes/sma304/bibliografia3d04.html

1.8 Notas de aula

No endereco

Wwww.lcmc.usp.br/ wvinunes/sma304/notas304.html]

estardo disponiveis as notas de aula relativas ao contetido desenvolvido pelo professor em
sala de aula.
As notas de aula serdao atualizadas semanalmente.

1.9 Horarios de monitoria da disciplina

O aluno (a ser definido) serd o monitor da disciplina ministrada pelo professor Wagner.
Ele ministrard aula de exercicios semanalmente e dard plantao de davidas semanalmente.
Os horérios e locais desta e das outras monitorias serdo definidos posteriormente.

Outras informagoes podem ser obtidas no seguinte endereco da web:

Wwww.icmc.usp.br/ wvinunes/sma304/monitores304.htmj

1.10 Horario de atendimento do docente da disciplina

O horario de atendimento da disciplina ministrada pelo professor Wagner sera as

’3.as—feiras das 16:00 as 18:00 na sala do professor.‘

Outras informagdes podem ser obtidas no seguinte enderego da web:

Wwww.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304/atendimento304.html

1.11 Listas de exercicios da disciplina

As oito listas de exercicios da disciplina ministrada pelo professor Wagner podem ser encon-
tradas na seguinte pagina da web:

Wwww.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304 /exercicios304.htmj



www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/bibliografia304.html
www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/notas304.html
www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/monitores304.html
www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/atendimento304.html
www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/exercicios304.html
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1.12 Frequéncia na disciplina

Uma condigdo necesssaria (mas ndo suficiente) para o aluno ser aprovado na disciplina mi-
nistrada pelo professor Wagner, é que sua frequéncia na disciplina, que denotaremos por F,
seja maior ou igual a 70%.

A lista de presenga da disciplina ministrada pelo professor Wagner serd controlada.

S6 serao aceitas ASSINATURAS ou NOME COMPLETO POR EXTENSO na lista
de presenca.

Qualquer outro modo NAO sera aceito e sera colocado falta na lista de presenca.

1.13 Critério de avaliacao e aprovacgao da disciplina

A avaliagao da disciplina ministrada pelo professor Wagner, constard de duas provas, a pri-

meira prova, que serd denotada P;, valendo 5 da nota final, a segunda prova, que sera

3
denotada P,, valendo 5 da nota final, ou seja, a média final, que denotaremos por MF, sera

dada pela seguinte férmula:
L 2xP1+3xP;

5
Para ser considerado aprovado na disciplina ministrada pelo professor Wagner, a média

MF

do aluno na disciplina devera ser maior ou igual a 5,0 e sua frequéncia ser maior ou igual a
70%, ou seja:
50<MF e 70% <F

Outras informacdes sobre os dois itens acima podem ser encontradas no seguinte enderego
da web:

www.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304/criterio0304.html

1.14 Prova substitutiva da disciplina

O aluno que perder uma, e somente uma, das duas provas do item ([CI3) podera se sub-
meter a assim denominada prova substitutiva, cujo valor denotaremos por PS.

A nota desta prova entrard na lugar da nota da prova que o aluno perdeu e a média
serd calculada como no item ([CI3), substituindo-se a nota prova perdida pela nota da prova
substitutiva, ou seja,

L 2%¥PS+3%P MF42*P]+3*PS

MF 5 ou 5

no caso, o valor a esquerda na primeira linha, serd para o aluno que perdeu a primeira prova,
valor a direita na primeira linha, serd para o aluno que perdeu a segunda prova.

SOMENTE podera fazer a prova substitutiva o aluno que perdeu uma das duas provas
do item (CI3).


www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/criterio304.html
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Para ser considerado aprovado na disciplina ministrada pelo professor Wagner, a média do
aluno na disciplina, apés a prova substitutiva, devera ser maior ou igual a 5, 0 e sua frequéncia
ser maior ou igual a 70%, ou seja:

50<MF e 70% <F.

Observacao 1.1 O conteudo da prova substitutiva serd todo o conteudo desenvolvido
durante a disciplina mainistrada pelo professor Wagner.

Outras informagdes sobre o item acima podem ser encontradas no seguinte enderego da
web:

www.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304/criterio304.html

1.15 Prova de recuperacao da disciplina

Os alunos que obtiverem média maior ou igual a 3,0 e menor que 5,0 e frequéncia maior ou
igual a 70%, ou seja,
3,0<MF<50 e 70%<F

poderdo se submeter a uma tltima avaliagao, denominada prova de recuperagao, cujo valor
serd indicado por PR.

O aluno, na situagdo acima, que obtiver nota, na prova de recuperagdo, maior ou igual a
5,0 seréd considerado aprovado na disciplina, ou seja, se

5,0 < PR.

Na situagdo acima, a média do aluno, ap6s a prova de recuperagao, que indicaremos por
MR, sera obtida da seguinte forma:

MF -+ PR
5,0, se +§5,o
MR =
MF + PR MF + PR

Observagao 1.2 O contetdo da prova de recuperagao serd todo o conteudo desenvolvido
durante a disciplina mainistrada pelo professor Wagner.

Outras informagdes sobre o item acima podem ser encontradas no seguinte enderego da
web:

www.icmc.usp.br/ wvinunes/sma304/criterio304.html]



www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/criterio304.html
www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/criterio304.html
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1.16 Datas das avaliagoes, prova substitutiva e de recupe-
racao da disciplina
As datas das provas da disciplina serdo:

e 1.a Prova:

’ 3 de outubro ‘

e 2.a Prova:

| 28 de novembro|

e Prova Substitutiva:

’ 5 de dezembro \

e Prova Recuperacgao:

Serd marcada apés a finalizagdo das aulas da disciplina.

Outras informagdes sobre os itens acima podem ser encontradas no seguinte endereco da
web:

Wwww.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304/datas304.html

1.17 Gabaritos das provas da disciplina

Os gabaritos das provas da disciplina ministrada pelo professor Wagner, que serao aplicadas
durante o desenvolvimento da mesma, estardo a disposigdo dos alunos logo ap6s as mesmas
terem sido aplicadas e se encontrardo no seguinte endereco da web:

Wwww.icmc.usp.br/ wvlnunes/sma304/gabaritos304.htm]

1.18 Trancamento da disciplina

A data méaxima para o trancamento da disciplina é 10 de setembro de 2013.

Procure a secao de graduagdo da sua unidade para maiores esclarecimentos de como
proceder o trancamento.

1.19 Numeros de aulas

O numero total de aulas a serem ministradas pelo professor serdo de 33 aulas, sendo que 3
destas serdo destinadas as avaliacdes.


www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/datas304.html
www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma304/gabaritos304.html
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1.20 Calendario USP

O inicio do semestre serd no dia 1 de agosto de 2013 e o término do mesmo serd no dia 7 de
dezembro de 2013.
Né&o havera atividade nos seguintes dias/semana:

e 15 de agosto
e 2 a 7 de setembro

12 de outubro

2 de novembro

4 de novembro

15 de novembro

1.21 Observacoes finais
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Capitulo 2

Espacos Vetoriais

2.1 Introducao e Exemplos

Neste capitulo introduziremos o conceito de espago vetorial real que serd utilizado em todo
o decorrer do curso.

Porém, antes de apresentarmos a definigdo de espago vetorial real, passaremos a analisar
em paralelo dois objetos, a saber, o conjunto formado pelas fungdes f : R — R, que sera
denotado por .7 (R;R), ou seja,

F(R;R) ={f; f: R — R é uma fungdo}

e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes reais, que denotaremos por
M. (R), ou simplesmente, por M,,.
A soma de duas funcgdes f e g de .# (R;R) é definida como sendo a fungdo f+g € .7 (R;R)
dada por
(f+9g)(x) =f(x) +g(x), para x €R.

Note também que se A € R, que chamaremos de escalar, podemos multiplicar a fungado f
pelo escalar A, da seguinte forma

(A-f)(x) =Alf(x)], para x € R

resultando num elemento de .7 (R).
Com relacdo a M, (R) podemos definir a soma de duas matrizes quadradas de ordem n,
A= (aij)nxn e B= (bij)nxn) como

A+B= (aij +bij)n><n>

ou seja, somando-se as correspondentes entradas das matizes, e esta soma resiltard em um
elemento de M, (R).
Com a relagdo a multiplicagdo de uma matriz quadrada de ordem n, A = (ajj)nxn, POI
um escalar A € R, definimos
A-A= ()\aij)nxrm

ou seja, multiplicando-se por A cada entrada da matriz,o qual também resultard em um
elemento de M, (R).

13
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O que estes dois conjuntos acima, munidos dessas operagoes de adicdo de seus elementos
dos correspondentes conjuntos e multiplicagdo de seus elementos por escalares, tém comum?
Vejamos:

Verifica-se facilmente a partir das propriedades dos ntmeros reais que, para quaisquer
fungdes f, gh € .#(R;R) e para todo A, u € R, sdo validas as seguintes propriedades:

1. f+g=g+f;
2. f+(g+h)=(f+g)+h;
3. se O representa o fungdo nula, isto &,
O(x) =0, paracada x € R,

entdo teremos
O+f=f,

4. a fungdo —f definida por
(—f)(x) = —[f(x)], paracada x € R,

satisfaz

5. A (u-f)=(Au)-f;

6. A+ u) -f=A-f4+un-f;
7. A (f+g)=A-f+A-g;
8. 1-f=1.

Por outro lado, para quaisquer matrizes A, B e C em M, (R) e para todo A, 1 € R, também
sdo validas as seguintes propriedades:

1. A+B=B+A;
2.A+(B+C)=(A+B)+C;
3. se O representa a matriz nula, isto &,
O = (0)nxn

entao teremos
O+A=A,;

4. se A = (aij)nxn entdo a matriz —A, definida por
—A = (_ai,j)nxnv

satisfaz
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5. A (n-A)=(An)-A;

6. A+ -A=A-A+pu-A;
7.AN-(A+B)=A-A+A-B;
8. 1-A=A.

Podemos ver que tanto o conjuntos das fungdes definidas na reta a valores reais, como o
conjunto das matrizes quadradas de ordem n, quando munidos de somas e multiplicagdo por
escalares correspondentes, apresentam propriedades algébricas comuns.

Na verdade muitos outros conjuntos munidos de operagbes apropriadas apresentam pro-
priedades semelhantes as acima.

E por isso que, ao invés de estudarmos cada um desses modelos separadamente estuda-
remos um conjunto arbitrdrio e nao vazio, V, sobre o qual supomos estar definidas uma
operacdo de adigdo, isto é, para cada u,v € V existe um tnico elemento de V associ-
ado, chamado a soma de u com v e denotado por u + v, e uma multiplicacdo por escalar,
isto é, para cada u € V e A € R existe um tnico elemento de V associado, chamado de
produto de u pelo escalar A e denotado por A - u.

Mais precsimante, temos a:

Definigao 2.1 Um conjunto V, nao vazio, munido de uma opera¢cao de adi¢do, isto €,
+:VxV -V

e de uma operagao de multiplicagdo por escalar, ou seja,
-t RxV -V

serd denominado espago vetorial real (ou sobre R) se sdo vdlidas as seguintes proprieda-
des:

(Evl) (Comutativa)
u+v=v+u, (2.1)

para cada u,v € V;

(Bv2) (Associativa)
u+(v+w)=(u+v)+w, (2.2)

para cada u,v,w € V;
(Ev3) (Ezisténcia do elemento neutro) existe um elemento O € V tal que
O+u=u, (2.3)

para cada u €V,
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(Ev4) (Ezisténcia do elemento oposto) para cada u € V, podemos encontrar v € V, de

modo que
u+v=0;

(BVh) (Associativa da multiplicagdo)
A (peu) = (Ap) - u,
para cadauw €V e A,jpu € R;
(Bv6) (Distributtiva da multiplicagdo)
A+p-u=Au+p-u,
para cadauw €V e A,u € R;
(EVT) (Distribuitiva da multiplicagdo pela adi¢do)
A(u+v)=A-u+A-v,
para cada u,v eV e A € R;
(EV8) (Ezisténcia de elemento unitdrio)
T-u=u,

para cada uw € V.

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Observagao 2.9 No caso acima a terna (V,+, ) serd dita espago vetorial real (ou sobre
R), e quando as operagées envolvidas forem as naturais de V diremos, apenas, que V €

um espacgo vetorial real (ou sobre R).

E comum chamarmos os elementos de um espaco vetorial de vetores, independen-

temente da natureza dos mesmos.

Também chamamos de escalares os numeros reais quando estes desempenham o seu

papel na agcao de multiplicar um vetor por esses numero real.

Observagao 2.10 O elemento O € V na propriedade (EV3) (isto ¢, (E3)) € unico.

De fato, qualquer outro O’ € V satisfazendo a mesma propriedade (EV3) (isto €,
(E3)), pela Definigdo (E), itens (EV3) e (EV1) (isto € (E3) e (E)), deveremos ter:

) (=)

(&) (= / —
O = \(2_/ +0" "= Q/ +0 =

elemento neutro de + elemento neutro de +

Dewvido a este fato, chamaremos o vetor O de elemento neutro da adi¢cdo do espago

vetorial real (V,+,-).
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Observagao 2.11 Em um espago vetorial real (V,+,-), pela Definigdo (E0), item (EV4)
(isto €, (E3) ), para cada u € V, podemos encontrar v € V tal que

u+v=0.

Na verdade, para cada u € V, existe somente um tinico elemento v € V com esta
propriedade.
De fato, dado u € V, suponhamos que existem v,v’' € V sao tais que

u+v=0 e u+v'=0. (2.12)

Entao, combinando estas equagbes com a Definigdo (E0), itens (Ev1),(Ev2) e (EV3)
(isto €, (), (E2A) e (E3)), deveremos ter:

(=) (=2) (=

vE VO v wu+v) D vrw v B v +v A=Y

(IZ:D)O—H/ = v,

ou seja,

v=v',

Denotaremos o wvetor v por —u e chamaremo-lo de vetor oposto do vetor u em
(Vi+,-).
Também denotaremos por u—v o vetor u+ (—v), isto €,

u—v=u+(—v).

Observagao 2.13 As gquatro primeiras propriedades referem-se apenas a operacdo de

adigao e sdo (isto €, (E0), (), (E3) e (E4)) conhecidas, respectivamente, por proprie-

dade comutativa, assoctativa, existéncia do elemento neutro (da adigdo) e existéncia do element
¢ao).

A quinta e a oitava propriedades (isto €, (EH) e (EA)) sdo ezclusivas da multipli-

cagdo por escalar e também podem ser chamadas de associativa (da multiplicacdo) e

elemento unidade (da multiplicagdo), respectivamente.

A sexta e a sétima propriedades (isto €, (EH) e (E22)) relacionam as duas operagdes
e saéo ambas conhecidas por distributivas.

Observacao 2.14 A rigor, a definicao de espago vetorial real que demos acima se re-
fere a multiplicacGo de vetores por numero reais, visto que estamos permitindo que oS
escalares sejam apenas numeros reais.

A nogdo de espago vetorial complexo (ou sobre C) pode ser introduzida natural-

mente a partir da definigcdo actma com as devidas adaptagoes.
Mais precisamente, pedimos que sejam satisfeitas as propriedades (EV1) até (EV4)
e (EV8) enquanto que as propriedades (EV5) até (EV7) devem valer para cada A, € C.
No entanto, embora importante, ndo usaremos com freqiiéncia, neste curso, o con-
cetto de espago vetorial complezo (ou sobre C).
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Um outro exemplo de espago vetorial real, além dos dois apresentados no inicio do texto,
é o conjunto dos vetores de R? (ou R*) como apresentados em Geometria Analitica munido
da adicdo de vetores e da multiplicacdo por escalar por vetores, introduzidos no curso de
Geometria Analitica.

Dessa forma, o adjetivo "vetorial” utilizado na definigdo acima deve ser entendido de uma
forma mais ampla, sendo uma referéncia aos elementos de um espago vetorial real (V,+,-),
independentemente de serem ou nao vetores estudados no curso de Geometria Analitica.

O exemplo mais simples de espago vetorial real é dado pelo:

Ex. 2.15 O conjunto dos numeros reais, munido da adigao + e da multiplicagao - de
R, ou seja, (R,+,-) € um espago vetorial real.
Deizaremos como ezxercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Temos também os seguintes exemplos sdo espagos vetoriais reais:

Exemplo 2.16 Paran € N, consideremos o conjunto das n-uplas ordenadas de nimeros
reats, que indicaremos por R", isto é,

R™ ={(x1, - ,xn); X € R, para cada in € {1,--- ,n}},
munido das operagoes de adi¢ao de duas n-uplas ordenadas, a saber:

para X = (X1,--* yXn)y, Y= (Y1, ,Yn) € R™,

definiremos
X+y=(x1+yY -, X +yn) € R,
ou seja,
+ : R"xR" = R",

e o produto de uma n-upla por um escalar, a saber:

para AER e x=(x1, " ,Xn)
definiremos
A-x = (Axg, -+, AXn) € R™
- RxR"— R"

Pode-se mostrar, que (R",+,-) serd um espacgo vetorial real.
A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Observacao 2.17 Observemos que, no exemplo acima, o vetor nulo de (R",+,-) serd a
n-upla nula, isto €,
O0=(0,---,0) e R",

Além disso, se
X = (X1, ,Xn) € R™,

entdo o vetor oposto, assoctado ao vetor x, serd n-upla
hd n
—X = (—X1,+ -+ ,—Xn) € R™

A verificagao destes fato serd deixada como ezercicio para o leitor.
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Exemplo 2.18 Para m,n € N fizados, tndiqguemos por
V i MTTLXTI(R) )

o conjunto das matrizes de ordem m X n com coeficientes rears, munido de operagoes
andlogas aquelas definidas em M, (R), introduzidas anteriormente.

Com 1sto temos que (M«n(R),+,:) serd um espaco vetorial real.

A verificagao deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Observagao 2.19 Observemos que o vetor nulo O de (M «n(R),+, ) serd a matriz nula,
1sto €,

O = (ay)mxn € Mmxn(R), onde ay =0, paracada iec{l,---,m}ejec{l,---n}.

Além disso, se
A= (aij) € men(R)>

entao o vetor oposto, associado ao vetor A, serd a matriz
—A = (—aij)mxn € Minun(R).
A verificagao destes fatos serd deixada como ezercicio para o leitor.
Exemplo 2.20 Para n € N fizado, consideremos
V=2.(R)

o conjunto formado pelos polinémios de grau menor ou igual a n, com coeficientes
Teas.
Observemos que

p € Z.(R) se, e somente se, p(x)=a,+ax+---+ax", paracada x€R,

onde a,,aj,---,a, € R.
Defintmos a adi¢do de elementos de &7, (R) e a multiplicacdo de elementos de &, (R)
por escalar da sequinte maneira:

e Sep,qec Z,.(R) temos que
P(x)=a+ax+---+ax" e q(x)=by+bx+---+bx", para cada x€R,

onde a,,bo,a1,by---,an,b, € R entao definiremos p + q como sendo a fungao
p+q:R— R dada por

(p+q)(x) = p(x)+q(x) = (ap+bo)+(aj+by)x+---+(a,+by)x™, para cada x € R.

Observemos que p + q € Z.(R), ou seja, adigGo de polinémios de grau menor ou
gual a n € um polinémio de grau menor ou igual a n, ou ainda:

. P.(R) x Z.(R) = P (R).
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e Sep e Z,(R) entdo
Pr(x)=a,+ax+---+ax", x€R, onde a,a, -,a,€R
asstm, para A € R definimos A -p como sendo a fungao A-p:R — R dada por

A-p)(x) =(Aay) + (Aar)x+ -+ -+ (Aan)x™, para cada x € R.

Observemos que A -p € Z,(R), ou seja, a multiplicagdo de um polinémio de grau
menor ou igual a n por um numero real € um polindémio de grau menor ou igual
an, ou ainda:

c Rx Z.(R) = Z.(R).

Deste modo (Z,(R),+,-) serd um espago vetorial real.
A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Observagao 2.21 Observemos que o vetor nulo de (Z,(R),+,-) serd o polinémio iden-
ticamente nulo, isto €,

0ec P, (R), onde O(x)=0, paracada x€R.

Além disso, se p € Z,(R) entdo o vetor oposto, associado ao vetor p, serd o poliné-
mio
—p € Z,(R), onde (—p)(x)=—p(x), para cada x€R.

A verificagao destes fatos serd deixada como ezercicio para o leitor.
Exemplo 2.22 Sejam I C R um wntervalo de R e
V=Z(R),

o conjunto de todas as fungédes f:1 — R.
Para f,g € Z(I;R) e A € R, definamos as fungdes f+ g,A-f:1 — R dadas por

(f+g)x)=f(x)+g(x) e (A-f)(x)=Af(x), paracada x€A.
Com 1sto temos definidas as operagoes
+ . L, R)x ;) R) - Z(I;R) e .: RxZ(I;R)— Z(I;R).

Entao (Z(1; R),+,-) € um espago vetorial real.
A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Observagao 2.23 Observemos que o vetor nulo de (% (1; R),+,-) serd a fungdo identi-
camente nulo, isto €,

0eZ(1;R), onde CO(x)=0, paracada x€R.
Além disso, se f € Z(I; R) entao o vetor oposto, associado ao vetor f, serd a funcao
—fe Z(I,R), onde (—f)(x)=—1(x), paracada xé€R.

A verificagao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
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Exemplo 2.24 Indiquemos por
C(I; R),

o conjunto das funcgoes continuas definidas num intervalo I C R, munido das operagoes
de adi¢cdo de fungdes e multiplicagdo de fungdes por numero reais definidas em % (1; R)
no Exemplo acima.

Asstm temos que (C(I; R),+,-) serd um espago vetorial real.

A verificagdo destes fatos serd deizada como exercicio para o leitor.

Observacao 2.25 Observemos que o vetor nulo de (C(I;R),+,-) serd a funcdo identica-
mente nulo, isto €, (é uma fungdo continua em 1)

0 e C(I;R), onde O(x)=0, paracada x€R.

Além disso, se f € C(I; R) entdo o vetor oposto associado ao vetor f serd a func¢do
(€ uma funcdo continua em 1)

—fe C(;R), onde (—f)(x)=—1(x), paracada xe€R.
Exemplo 2.26 Seja k € N. Denotemos por
CY(I; R),

o conjunto das fungdes continuas com deriwvadas continuas até ordem k € N, definidas
num wntervalo aberto I C R munido das operacdes de adigdo de funcgoes e multiplicagcao
de fungdées por numero reais definidas em .7 (I; R) no Ezxemplo (E222) acima.

Temos que (Ck(I; R), +, ) serd um espago vetorial real.

A wverificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacgao 2.27 Observemos que o vetor nulo de (C*(I; R),+,-) serd a funcdo identi-
camente nulo, isto €, (é uma funcdo continua com derivada até a ordem k continuas
em 1)

0 e CI;R), onde O(x)=0, paracada x€cR.

Além disso, se f € C¥(I; R) entdo o vetor oposto associado ao vetor f serd a funcdo
(€ uma fungdo continua com derivada até a ordem k continuas em 1)

—fe CYI;R), onde (—f)(x)=—f(x), para cada x€R.
A verificagcdo destes fatos serd deizada como exercicio para o leitor.

Exemplo 2.28 Indiquemos por
C=(I; R),

o conjunto das fung¢bes com todas as derivadas continuas definidas num intervalo aberto
I € R munido das operagoes de adi¢cao de fungoes e multiplicacao de fungoes por numero
reais definidas em % (I; R) no Ezemplo (ZX2) acima.

Deste modo (C*(I; R),+,-) serd um espago vetorial real.

A verificagao deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.
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Observagao 2.29 Observemos que o vetor nulo de (C*(I; R),+,) serd a funcdo tdenti-
camente nulo, isto €, (€ uma fung¢do continua com derivada de qualquer ordem continua
em 1)

0 e C®(;R), onde 0O(x)=0, paracada x€R.

Além disso, se f € C*(I;R) entdo o vetor oposto associado ao vetor f serd a fun¢do
(€ uma funcdo continua com derivada de qualquer ordem continua em 1)

—fe C®(I;R), onde (—f)(x)=—"F(x), paracada x€R.
A verificagao destes fatos serd deixada como ezercicio para o leitor.

Os espacos vetoriais reais acima envolvem operagdes com as quais estamos familiarizados.
O préximo exemplo é um pouco mais sofisticado do que os anteriores e por isso verifica-
remos que as oito propriedades ocorrem.

Exemplo 2.30 Como conjunto tomaremos
V = (0,00),

o semi-eixo positivo da reta real.

Este conjunto se munido das operagoes usuais de soma e multiplicagao de numeros
reais nao serd um espag¢o vetorial real, pois nao satisfaz, entre outras, a propriedade
da ezisténcia de um elemento neutro para a adi¢do (pois 0 € V).

No entanto, para x,y € V e A € R, definirmos a adi¢do entre de x com y, indicada
por x By, como sendo

xHBy=xy,

(o produto usual entre os nimeros reais x ey) e o produto de x pelo escalar A, denotada
por ALlx, como

A x =X,

(a potenciagdo usual de numeros reais) entao (V,H,[) se torna um espago vetorial real.

Resolucao:
De fato, observemos que

H : (0,00) X (0,00) = (0,00) e [ : Rx(0,00)— (0,00)
e verifiguemos, uma a uma, as oito propriedades da definicdo de espago vetorial real :

1. Se x,y € V, temos que
xHBHy=xy=yx=yHx,
para cada x,y € V.
Logo vale a propriedade (Ev1) (isto &, (E)).



2.1.

INTRODUGAO E EXEMPLOS

. Notemos também que

xB(yBz) =xB(yz) =x(yz) = (xy)z = (xBy)z = (xBy) Bz,

para cada x,y,z € V.

Logo vale a propriedade (EV2) (isto &, (E3)).

Se x € V entdo, como 1 € V, temos
THx=1x=x,

ou seja, 1 é o elemento neutro da adigdao H, o qual denotaremos por O.

Logo vale a propriedade (Ev3) (isto é, (E3)).
Se x € V, isto &, x > 0, entdo x~' > 0, ou seja, x ' € Ve

xBx'=xx"=1=0,

ou seja, o elemento oposto de x € V, relativamente a adigio H, sera x ' € V.

Logo vale a propriedade (Ev4) (isto &, (E3A)).
Notemos que
A (nBx) =A0x" = (x") =x" =xM = (Ap) Dx,

paracadax € Ve A,jp e R.
Logo vale a propriedade (EV5) (isto &, (E3)).

Notemos também que
A+ EOx=x"*=xx*=x"Bx*=AEx)B (uEx),

paracadax € Ve A,jueR.
Logo vale a propriedade (EV6) (isto &, (E3)).

. Notemos que

AD(xBY) =20 (xy) = (xy)* =x'y' = AEx) B (ADy)
paracada x,y € VeAeR.
Logo vale a propriedade (EV7) (isto &, (E22)).

Notemos também que
10x=x'=x,

para cada x € V, logo vale a propriedade (EV8) (isto &, (EZ3)).

Com isto podemos concluir que (V,H,[]) é um espago vetorial real.

23
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2.2 Propriedades

Das oito propriedades que definem um espacgo vetorial real podemos concluir varias outras.
Listaremos algumas destas propriedades no seguinte resultado:

Proposigao 2.31 Seja (V,+,-) um espago vetorial real .
Entao:

1. para cada A € R, temos que
A-O0=0,

onde O € o elemento neutro da adigdo de (V,+,-).

2. para cada u €V,
0-u=0,

onde 0 € R e O € o elemento neutro da adi¢ao de (V,+,-).

3. se
Au=0, entao deveremos ter A=0 ou u=0,

onde 0 € R e O € o elemento neutro da adi¢ao de (V,+,-).
4. para cada A € R eu €V, temos que
(—A)-u=A-(—u)=—(A-u).
5. para cada A\,u € R e u €V, temos que
A—p)-u=A-u—(u-u.

6. para cada A € R e u,v €V, temos que

Aru—v)=A-u—(A-v).

7. para cada A, Wi,y...,Un € R e uy,...,uy € V|, temos que
j=1 j=1
8. para cada u €V, temos que
—(—u) =u.
u+w=v+w, entdo deveremos ter uU=v.
10. se u,v € V, entao existe um unicow € V tal que

ut+w=v.
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Demonstragao:

1. Pelas propriedades (Ev3) e (EVT7) (isto é, (E33) e (EZ2)) temos que

C=)

A0B A 0+0)Er-0+1-0. (2.32)

Utilizando as propriedades (Ev1) a (Ev4) (isto é, (EXT) e (E4)) e a notagdo da Obser-
vagdo (EZI), obtemos
0EA0+-A-01Z A 0+2-0)+[-(r-0)]

=)

N 0+n-04-00E 1. 0+0%D 2.0,
isto €,
A-0=0,

como queriamos demonstrar.

2. Pela propriedades (EV6) (isto é, (ITA)) temos que

(

O-u=(0+0) -u D0 ut0-u. (2.33)

Utilizando a identidade acima, as propriedades (Ev2) e (Ev4) (isto ¢, (E2) e (Z&)) e a
notagdo da Observagdo (EZ), obtemos

(=)

02 0. w+(—(0-w)
0w+ (0w [—(0-w)]

0-u+0-u)+[—(0-u)

0. w00y,

isto é,
0-u=0,

como queriamos demonstrar.

3. Se
Au=0 e A#O0,

pelas propriedades (Ev8) e (EV5) (isto é, (ER) e (Z3)) e pelo item M. desta Proposigdo,

segue que
(=) — @ ,_ _ item M.
u=Tu=RA"A)-u="»A 1(A\-&):}\ .0 t:mo)
=0
ou seja,
u=20,

como queriamos demonstrar.



26 CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS
4. Utilizando a propriedade (EV6) (isto é, (E8)) e o item O. desta Proposicdo, obtemos
A-u+ (—A) u® A+ (A u=0-u"2%Q.

Pela Observagdo (ZZT), segue que

—(A-u)=(—A)-u.

Analogamente, utilizando-se a propriedade (EV7) (isto é, (E£7)), mostra-se

“(A-uw) =A-(—u).

A prova deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

As provas dos itens B., B., [@., B. e B. serdao deixadas como exercicio para o leitor.

Para finalizar temos a

Proposigao 2.34 Seja (V,+, ) um espago vetorial real . Mostre que se V # {0} entdo o
conjunto V tem infinitos elementos distintos.

Demonstragao:

Note que se encontrarmos uma fungdo f : R — V que seja injetora, entdo o conjunto V
terad infinitos elementos.

De fato, pois para cada A € R corresponderda um elemento distinto f(A) de V e como R
tem infinitos elementos distintos, teremos que o conjunto V também terd infinitos elementos
distintos.

Seja v € V, de modo que v # O.

Defina a fungdo f: R — V por

f(A) =A-v, paracada Ae€R. (2.35)

Para mostrar que a fungdo f é injetora, tomemos A, u € R tais que

Devemos mostrar que

e assim a fungdo sera injetora.
Como
)\-v(Eﬂ) f(A) = f(u) =) L-v, ouseja, A-v=p-v,
ou, equivalentemente:
Av—(n-v)=0. (2.36)
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Pelo item A. da Proposigdo (E=31) e (E8), deveremos ter

7\~v+(—p.)~v(|§) (A—mp)-w.

Prop. (=) item A.

O(?)A-v—(uw)

Como v # O, pelo item B. da mesma Proposigado, segue que

isto é,
A=q,

mostrando que a fungao f é injetora e completando a demonstragao.

2.3 Exercicios
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Capitulo 3

Subespacos Vetoriais

3.1 Introducgao e Exemplos

Muitas vezes nos depararemos com certos subconjuntos de um espago vetorial real que pos-
suem a propriedade de que a soma de dois de seus elementos é um elemento do préprio
subconjunto bem como quando multiplicamos um elemento do subconjunto por um escalar,
o resultado continua pertencendo ao subconjunto. A estes subconjuntos daremos um nome,
como Vveremos na:

Definigcao 3.1 Seja (V,+,:) um espago vetorial real.
Dizemos que um subconjunto W C V, W # (), é um subespago vetorial do espago
vetorial real (V,+,-) se forem satisfeitas as sequintes condigdes:

(svl) Deveremos ter
Oew, (3.1)

onde O € o elemento neutro da adigdo de (V,+,-);

(sv2) Seu,v e W, deveremos ter
u+veWw,; (3.2)

(sv3) Seuec W e A €R, deveremos ter

AueWw. (3.3)

Observagao 3.4 Notemos que todo subespago vetorial W de um espago vetorial real
(V,4,-), €, ele proprio, um espago vetorial sobre R com as operagdes induzidas de V,
ou seja,

(W, +v,v)

€ um espaco vetorial sobre R.

Na situagdo acima, estamos indicando a operagdo de adi¢do de elementos de (V,+, -)
por +y e operagdo de multiplicagcdo de escalar por elementos de (V,+,-) por -v.

As propriedades comutativa (isto €, (E0)), associativa (isto €, (E32)), distributivas
(isto ¢, (E3@) e (E21)) e (EV8) (isto €, (EA)) sdo herdadas do prdprio espago vetorial real
(\/) + )

29
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Pela propriedade (sv1) acima (isto €, (BE)), o elemento neutro da adigdo de (V,+,-)
serd um elemento de W, ou seja, vale a propriedade (ev3) da Defini¢do (E0) (isto €,

Finalmente, pelo item [J. da Proposigdo (EZ21) e por (sv3) (isto €, (BE3)), seuec W
deveremos ter
—u=(—1)-ueWw,
ou seja, vale a propriedade (ev4) da Definicao (E0) (isto €, (EA)), mostrando com tsso

que, realmente, (W, +vy,v) € um espaco vetorial real.

Observagao 3.5 Observemos também que a propriedade (svl) (isto €, (BO)) pode ser
obtida da propriedade (sv3) (isto €, de (B3)) e da Proposigdo (EZ31) item B..
De fato, pois se w € W teremos que

Prop. (E=X1) item B.

O 0O-weWw.

Observacgao 3.6 Obuviamente
W={0} ou W=V
sdo subespacos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-).

Definicao 3.7 Os subsepagos vetoriats da Observagdo acima serago denominados de
subespagos vetoriais triviais do espaco vetorial real (V,+,-).

Observagao 3.8 Notemos que, na situagao acima, W C 'V é um subespago vetorial do
espacgo vetorial real (V,+,-) se, e somente se, sao vdlidas as sequintes condigdes:

(svl’) Deveremos ter
Oew, (3.9)

onde O € o elemento neutro da adigdo de (V,+,-);

(sv2’) Parau,v € W e A € R deveremos ter

u+A-veW. (3.10)

Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.

Vejamos alguns exemplos de subespagos vetoriais de um espago vetorial real:
Comegaremos pelo:

Exemplo 3.11 Verifiquemos que
W= {(x,y,2) eR’; x+y+z=0} (3.12)

€ um subespaco vetorial do espago vetorial real (R, +,-) (onde + e - sdo as operagdes
usuais em R3).
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Resolucao:
De fato:

1. Notemos que o vetor nulo de R® pertence ao conjunto W, isto &,
0 =(0,0,0) € R?,

pertence ao conjunto W.

De fato, pois
0+0+0=0.

Logo, de (B12), teremos que
0=(0,0,0) e W.

2. Se (x,y,z), (w,v,w) € W assim, de (E12), deveremos ter

x+y+z=0 e u+v+w=0. (3.13)

Notemos que
) ez

3
(x,y,z)+ (u,v,w R (x+u,y+v,z+w).

Mas

x+wW+yY+v)+z+w) =x+y+z)+(ut+v+w)=0.

=), =),

Portanto, de (ET12), segue que

em 3
(x,y,z) + (u,v,w) tem R (x+u,y+v,z+w) e W.

3. Se (x,y,z) € We A eR, de (E12), deveremos ter

x+y+z=0. (3.14)

Notemos que
3
€.

A (X)U>Z)' HéR (AX,}\U,AZ)-

Mas
AX+Ay+Az=A(x+y+2z)=0.
—_—

(=),
Portanto, de (ET12), segue que

A (x,y,z) = (Ax,Ay,Az) e W.
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Logo W C R® é um subespago vetorial do espago vetorial real (R3, +,-).
Deixaremos para o leitor a resolugaoo da seguinte extensao do Exemplo acima:
Exercicio 3.15 Sejam a;,...,a, € R fizados e

W ={(x1y...,%xq) €R™; a;x;+ -+ apx, =0} . (3.16)

Mostre que W é um subespago vetorial do espago vetorial real (R",+,-) (onde + e -
sao as operagdes usuais em R™).

Um outro exemplo importante é dado pelo:

Exemplo 3.17 O conjunto W, das matrizes simétricas quadradas de ordem m, com
coefictentes reais, 1sto €,

A €W, se e somente se, A'=A, (3.18)

(ver mais detalhes no Apéndice I) é um subespago vetorial do espago wvetorial real
(Mn(R),+,-) (onde + e - sGo as operagbes usuats em M, (R)).

Resolucao:
De fato:

1. O elemento neutro de M, (R) é a matriz identicamente nula O = (0),, € M,(R) e esta
satisfaz
O'=0, ouseja, O€ W

2. Se Ay, A; € W, entdo, de (B13), teremos
A% = A] € AE = Az y

Com isto, teremos

(A] +A2)t vejaoAééndiceI A% + At _ A] + Az,
—~ =~
=A, =A;
que de (B13), implicard que
A+ A eW,.

3. Se A € W, e A € R entdo, , de (B13), teremos

At=A.
Mas . .
(A- A TERe Apendice I 5 f:/ A,
=A
que de (BE1R), implicara que
A-AeW,.

Portanto W, C M, (R) é um subespago vetorial do espago vetorial real (M, (R), +, -).
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Deixaremos para o leitor o:

Exercicio 3.19 O conjunto W, das matrizes anti-simétricas quadradas de ordem n com
coefictentes reais, isto €,

A€W, se esomente se, A'=-—A, (3.20)

(veja o Apéndice I para mats detalhes) é um subespago vetorial do espago vetorial real
(M, (R),+,:) (onde + e - sdGo as operagdes usuais em My (R)).

Observagao 3.21 Veremos, mais adiante, que toda matriz A € M, (R) pode ser escrita
como
A=A;+Aq, (3.22)

onde A; € Ws e A, € W,.
Além disso, também mostraremos que

W, N W, ={0}. (3.23)

As propriedades (B222) e (BZZ3) serdo de grande importdncia como veremos mais
adiante.

Temos também o:
Exemplo 3.24 Seja 2% (R) C Z,(R), dado por
PiR) = p € Py(R); p(0) =0} . (3.25)

Verifiguemos que &2} (R) é um subespaco vetorial do espago vetorial real (Zn(R),+, ")
(onde + e - sdo as operagdes usuais em Py (R)).

Resolugao:
De fato:

1. O polinémio nulo, O € &, (R), pertence a Z(R), isto é, se anula em x = 0, isto &,
0(0) =0.

Logo, de (BEZ1), segue que
0 e Z:(R).

2. Sep,q € Z:(R) entdo, de (EZH), teremos
p(0)=0 e q(0)=0. (3.26)

Logo, de (BZ8), segue que

Portanto, de (E223), teremos
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3. Sep € Z:(R) e A € R entdo, de (E2ZH), teremos

Ap(0) =0. (3.27)

Logo, de (BZX2), segue que

Portanto, de (EZZH), teremos
A-pe ZiR).

Logo Z}(R) C Z,(R) é um subespago vetorial do espago vetorial real (£, (R),+, ).
Um outro exemplo importante é dado pelo:
Exemplo 3.28 Considere o segquinte conjunto
Wi{yECZ(R;R);y”(x)—y(X):O, para x € R} (3.29)

onde y” =y"(x) representa a dertwada de seqgunda ordem da func¢do y = y(x) no ponto
x € R.

Mostremos que W é um subespaco vetorial do espago vetorial real (C2(R; R),+, ")
(onde + e - sdo as operagées usuais em C*(R; R)).

Resolucao:
De fato:

1. O elemento neutro de C*(R; R) é a funcio identicamente nula O € C?*(R;R) e esta
satisfaz

0”(x) —O(x) =0, paracada xcR.

Logo, de (B=), segue que
OeWw.

2. Se yi,y, € W entdo, de (E29), teremos que y;,y, € C*(R; R) e além disso satisfazem

y'(x) —yi(x) =0 e yj(x)—y2(x) =0 paracada xe€R. (3.30)
Logo y1 + Y2 € C3(R; R) e, de (E=20), segue que

(1 +12)"(x) = (Y1 + y2) (¥) = [y/ (%) —yi (X)) + [y, (x) —y2(x)] =0,

=0 =

ou seja,

(Y1 +y2) e W.
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3. Sey € We A € R entdo, de (E2), teremos que y € C*(R; R) e além disso satisfaz

y”(x) —y(x) =0, paracadaxeR. (3.31)

Logo, de (E2), segue que A -y € C*(R; R) e, de (E=1), segue que

A-y)"(x) =A-yx) =A-[y"(x) —y(x)] =0,
=0

mostrando que
AyeW.
Portanto W C C?(R;R) é um subespago vetorial do espago vetorial real (C?(R;R), +, -).

Deixaremos para a resolucao peloo leitor os:

Exercicio 3.32 Sejam m,n € N fizados, com m < n.
Entao
W= Z,(R)

é um subespago do espago vetorial real (Z,(R),+,-) (onde + e - sGo as operagbes usuais

em Z,(R)).

Exercicio 3.33 O conjunto W das funcgdes continuas da reta na reta, denotado por
C(R;R), é um subespago vetorial do espago vetorial real (F(R;R),+,-) (onde + e - sdo
as operagées usuais em F#(R;R) ).

Exercicio 3.34 O conjunto

W = {fE C([a,b]; R); be(x) dXIO}

a

€ um subespaco vetorial do espago vetorial real (C([a,bl;R),+,:) (onde + e - sdo as
operagées usuats em C([a,b];R)).

3.2 Intersecao e Soma de Subespacos

Proposicao 3.35 (Intersegao de subespagos) Sejam U e W subespagos vetoriais do es-
pago vetorial real (V,+,-).
Entao UNW € um subespago vetorial do espago vetorial real (V,+,-).

Demonstracao:
De fato:

1. Como U e W sdo subsepagos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-) temos que

OelU e OeW.

Logo
Oeunw,;
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2. Sex,ye UNWeAecR, como Ue W sdo subsepagos vetoriais do espago vetorial real
(V,+,-), teremos que
x+A-yeld e x+A-yeW

Logo,
x+A-yeunw.

Portanto, dos itens l.e 2. acima e da Observagdo (ER), segue que U N W é subespago
vetorial do espago vetorial real (V,+,-),, completando a demonstragdo do resultado.
|
Questao: Com a notagdo da Proposigao acima, podemos afirmar que U U W é subespacgo
vetorial de V?
Resposta : Nao.
Para ver isto, basta considerar

V=R, U={(x,y) eR} x=0} e W={(xy)eR? y=0}.

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que U e W sdo subespacgos vetoriais do
espago vetorial real (R?,+,-) (onde + e - sdo as operagdes usuais de R? - sdo os eixos Oy e
Ox, respectivamente, do plano xOvy).

Notemos que

u=(0,1)cUCUUW e w=(1,00c6WCUUW

mas
utw=(1,0)+(0,1)=(1,1) gUUW,

ou seja,
uywelUlUW, mas u+wegUUW.

Portanto U U W nao é subespago vetorial do espago vetorial real (R?,+,-)

Observagao 3.36 Se U e W sdo subespagos vetoriais de um espago vetorial real (V,+,-)
e V' também é um subespaco de (V,+,-) que contém U e W (isto é, UUW C V') entdo
V'’ terd que conter todos os vetores da forma

ut+w, para ueld e weW.

Isto motiwamos a wntroduzir a:

Definicao 3.37 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago vetorial real (V,+,-).
Defintmos a soma de U e W, indicada por U+ W, como o conjunto

U+W={u+w: ueluweWwWj}. (3.38)

Com isto temos a:
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Proposicao 3.39 [Soma de subespagos/ Sejam U,W e V como na defini¢Go acima.
Entao U+ W € um subespago vetorial do espago vetorial real (V,+,-).
Além disso,
uUuwcu+w.

Demonstracao:
Verifiquemos que U + W é subespago vetorial do espago vetorial real (V,+,-).

1. Como U e W sdo subsepagos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-) temos que

OelUu e 0Oew.

Logo
0=0+0eU+W,

mostrando que o elementro neutro da adigdo de (V,+,-) pertence U+ W (isto &, O €
u+w);

2. Sejam x7,x; € U+ W entdo

Xj=u;+wj, para yeU e wyeW, je{l2h. (3.40)

Se A € R entdo, das propriedades comutativa e associativa da operagao + e do fato que
U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (V,+, ), teremos:

X1+ Ax (BE:I) [LL]+W1]+7\-[LL2+W2]:(u]+A-uz)J+(W1+7\-WzlEU+W

eu ew

Logo, dos itens 1. e 2. acima e da Observagdo (E3) segue que U+ W é subespago vetorial
do espago vetorial real (V,+, ).
Mostremos que
uuwcu+w.

Para isto, seja
ve UUW.

Se
vel, entdo v=v+0eclU+W.

Se
veW, entio v=0+velU+W,

ou seja, em qualquer um desses dois casos teremos
uuwcu+w,

completando a demonstragao do resultado.
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Observagao 3.41 Ainda usando a motagdo acima, suponha que V' seja um subespaco

vetorial do espago vetorial real (V,+,-) que contenha os subconjuntos, nao vazios, U e
W.
Neste caso, para cada w e U C V' e cadaw e W C V', deveremos ter

u+weV', ouseja, U+WCV'.
Esta observacao nos fornece a demonstragao da:

Proposicao 3.42 Sejam U e W subespacos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-).
Entao U4+W € o menor subespacgo vetorial do espago vetorial real (V,+,-) que contém
UuWw.
Em outras palavras, se V' é um subespaco vetorial do espago vetorial real (V,+,-)
que contém UUW entao
Uuuwcu+wcv.

Demonstragao:
Veja a Observagdo acima.

Podemos agora introduzir a importante nogao dada pela:

Definigao 3.43 Sejam U e W subespacgos vetoriais de um espacgo vetorial real (V,+,-).
Diremos que a soma U+ W € a soma direta de U e W se

unw ={0j}.

Neste caso usaremos a notacao
uew

para representar a soma U+ W.
Observacao 3.44 Note que sempre temos
{oycunw,

pots U e W sao subespagos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-).
Logo U @&V nos diz que UN W somente poderd conter o vetor nulo O.

A seguir daremos uma caraterizacdo equivalente a fornecida pela Definigdo acima, a saber:

Proposicao 3.45 (Soma direta de subespacgos vetoriais) Sejam U e W subespagos ve-
toriais do espacgo vetorial (V,+, ).
Temos que
V=Uuew

se, e somente se, para cada v € V, existir um unico u € U e existir um dnico w € W
tal que

vV=u-+w,
ou seja, cada elemento de U+ W se escrece, de modo tinico, como soma de um vetor
de U com um vetor de W.
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Demonstragao:
Suponhamos que
V=UsW,

isto é,

Entao, dado v € V, como
V=U+Ww,

existem u € U e w € W, de modo que
v=u-+w.

Queremos mostrar que tal decomposigdo é dnica.
Suponha que existam 1’ € U e w’ € W tais que

v=u+w'.

Entao, das propriedades de espagos vetoriais, segue que

u+w=u'+w’, oqueimplicard que u-—u’ =
W—/
eu
Mas
u—u'ecld e w-weWwW
e assim
hipoétese

u—u'=w-weunw =" {0},

ou seja,

u—u'=w—-—w=0

ou, equivalentemente,
u=u" e w=w/

mostrando que u € U e w € W sdo os Gnicos tal que

v=u-+w.

39

(3.46)

w —w.
——
ew

Reciprocamente, suponhamos agora que, para cada v € V existam um tnico u € U e um

unico w € W satisfazendo

v=u-+w.
Em particular teremos
V=U+W.
Resta mostrar que
unw ={0}.

(3.47)

Como U e W sdo subespacos vetoriais do espago vetorial (V,+, ) segue que

OelU e 0O0eW, logo OeUnW.
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Mostremos que O é o Gnico elemento em U N W.
Para isto seja
veUNW, istoég, vel e veW.

Por hipétese, existem um dnico u € U e um tnico w € W, de modo que
v=u+w. (3.48)
Observe que das propriedades da existéncia do elemento neutro, comutativa, associativa
do espaco vetorial real (V,+,-), segue que:

() (= (2

VE LW E Wt w) 0wt w) - (v v Y

u+v)+(w—v)
—_—— ~—
eu ew

com
u+veld e w—veW

Da unicidade da decomposigdo (EZ8), deveremos ter
u=u+v e w=w-—v,

0 que implicara que
v=0.

Portanto, U N W = {0}, ou seja,

como queriamos mostrar.

Observagao 3.49 Uma prova alternativa para mostrar que
unw ={0}

seria supor a ezisténcia dev# 0O em UNW.
Como

veUNW, teremos vel e veW.
Com 1sto obteriamos
v=_2v, —v =

4v —3v,
e
eu ew eu ew

ou seja, duas decomposi¢des distintas (pois v # O) para o vetor v jd que
2vidveld, 2v#4v e —v,-3veW,

o que seria um absurdo.

Temos os seguinte exemplos:
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Exemplo 3.50 Verifiqgue que o espago vetorial real (R3,+,-) (onde + e - sGo as operacdes
usuais em R®) é a soma direta dos seguintes subespagos vetoriais

U={(xy,z) eR’; x=y=0} e W={(xy,z) eR’; x+y+z=0} (3.51)
do espago vetorial real (R3,+,-).

Resolugao:
Notemos que U é de fato um subespago vetorial do espago vetorial real (R3, +, -), pois

U={(xy,z) eR’; x=0}n{(x,y,z) eR*; y=0}

que sdo dois subespagos vetoriais do espago vetorial real (R?, +, -).

Deixaremos a verificagao destes fatos como exercicio para o leitor.

Uma outra verificagdo alternativa para mostrar que U é de fato um subespaco vetorial do
espacgo vetorial real (R?, +, -) seria:

1. Obviamente temos que
O =(0,0,0) € U;

2. Se

U = (X1)yhz1)» u; = (XZ»IJZ)ZZ) eu

entdo, de (EX11), segue que
X1 =Y = ex; =y, =0.

Logo,
w = (O> O>Z1) € W= (0) O)ZZ)v

assim teremos
w +u; = (0,0,21) + (0,0,22) = (0,0,2z1 + 27)

que, claramente, é um elemento de U;
3. Se A€ Reu=(x,y,z) € U entdo, de (B=0), segue que
x=y=0,

ou seja,
u=(0,0,z).

Portanto
- em R3
Au=A-(0,0,2) =% (A0,70,Az) = (0,0, Az;)

que, é um elemento de U.
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Logo, dos itens 1., 2. e 3. acima, segue que U é um subespago vetorial do espago vetorial
real (R3, +, ).

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que W é um subespaco vetorial do espago
vetorial real (R3, +,-).

Observemos que, de (BX&1), teremos

W={(xy,z) €eR*: z=—x—1y}.
Logo, dado (x,y,z) € R? podemos escrever

(x,y,z) = (O»O>Z+X+y)+(x»y)_x_y)

" J/

eu ew
e como
(0,0,Z—FX—FU)EU € (X,y,—X—y)GW
obteremos que
R =U+W.
Resta agora mostrar que
unw ={0}.
Para isto, seja
(x,y,z) e UNW.

Se
(x,y,z) € U, deveremoster x =y =0

e se
(x,y,2) € W, deveremos ter x+y+z=0.

Logo, temos que encontrar todas as solugdes do sistem linear:

x=0
y=0 ou seja, (x,y,z) =(0,0,0) =0.
x+y+z=20
Portanto
unw ={0j},
mostrando que
RP=UaW.

Exemplo 3.52 Considere U e W os sequintes subespagos do espago vetorial real (R3, +, -)
(onde + e - sdo as operagdes usuais de R®) dados por

U= {(xy,z) eR’; x=0} e W={(xy,z) eR*; y=0}. (3.53)

Mostre que
R =U+W,

mas a soma nao € direta.
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Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que U e W, dados por (ER=3), sdo
subespacos do espaco vetorial real (R3, 4+, -).

Dado (x,y,z) € R? podemos escrever

(X,y,Z) = (O,y,Z)—I—(X,0,0) € U_I'V\/)
~——

~—
eu ew
pois
0,y,z) elU e (x,0,0) e W.
Portanto,

R =U+W.
No entanto, a soma nao é direta, isto ¢,

unv #{(0,0,0)}.

De fato, pois, por exemplo,
(0,0,1) euUnV.

Deixaremos a cargo do leitor os:
Exercicio 3.54 Vimos no Ezemplo (IT11) e no Ezercicio (Z14) que
W, ={AeM,(R);A'=A} e W,={BeM,R);B' =-B}

sao subespagdes vetoriais de (M, (R),+,:) (onde + e - sdo as operagbes usuais de
M (R)).
Mostre que (Ezercicio 12 (c) da 2.a lista de Ezercicios)

M, (R) = W, & W,.

Resolugao:
Mostre que se C € M, (R) entdo

c+Ct C-Ct
C= + ,
2 2
— =
=A =B

e note que
AecW, e BeW,.

Observagao 3.55 Logo o Ezercicio acima nos diz que toda matriz C € M, (R) pode ser
escrita, de modo tinico, como soma de uma matriz simétrica com uma matriz anti-
stmétrica.
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Exercicio 3.56 Sejam

P(R; R) = {f: Z(R;R); f(—x) = f(x), x € R}

[[R;R) ={g: F(R); g(—x) = g(x), x € R},
onde (F(R;R),+,-) € o espago vetorial real do Exzemplo (IZZ22).
1. Mostre que P(R:R) e [(R;R) sdo subespagdes vetoriais de (F(R;R),+,-) (onde +
e - sGo as operagées usuais de F (R;R)).

2. Mostre que (Ezercicio 5 da 2.a lista de Ezercicios)

F(R;R) =P(R;R) ® I(R;R) .

Resolucao:
Mostre que se h € .Z(R;R) entdo

h(x) = hix) +2h(—x) + hix) —zh(—x) , paracada xeR

v~ g

=f(x) =g(x)

e note que
feP(RR) e gellRR).

Observagao 3.57 P(R;R) (I(R;R), respectivamente) é o conjunto formado por todas as
fungdes de Z(R;R) que sdo fungbes pares (impares, respectivamente).
Logo o Exercicio acima nos diz que toda funcgdo de .7 (R;R) pode ser escrita, de modo tinico,

como soma de uma fungado para com uma funcdo impar.

Podemos estender a nogao de soma de subespagos de um espago vetorial real para um
nimero finito de subestagos vetoriais, a saber:

Definicao 3.58 Sejam Uy,..., U, subespacgos vetoriais de um espago vetorial real (V,+, ).
n
Definimos soma dos n subsepacos vetoriais Uy, ---,U,, que serd indicada por Z U,
=1
por ]
n
ZU]- =W+ F+U, =+ Fuy;yyely, j=1,...,n}. (3.59)
=1

Como isto podemos enunciar a:

Proposigao 3.60 Sejam Uy,...,U, subespagos vetoriais de um espago vetorial real (V,+, ).
Entao
u+---+U, e Wn---Nnu,

sd@o um subespacgos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-).
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Demonstragao:
As demonstragdes sdo semelhantes a da Proposicdo (B=29) e da Proposigdo (B=33), respec-
tivamente.
As suas elaboragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.
|
Com isto podemos estender a nogdo de soma direta para um ntmero finito de subespacos
vetoriais de um espago vetorial real, a saber:

Definigcao 3.61 Sejam Uy,...,U, subespacos vetoriais de um espago vetorial (V,+,-).
Dizemos que a soma dos n subsepacos vetoriais U; a U,, € uma soma direta se,

para cada j € {1,--- ,n}, temos que:
Ujﬂ(Lh +"'+Uj_1+uj+1"'+un) ={0}.

Neste caso usaremos a notacgao
ue---eou4, ou @Uj,

para denotar a soma dos n subsepagos vetoriats Uy, --- , U,.

Observacao 3.62

1. A expressao
(Ur 4+ 4 Uiy + Uy -+ + Uy)
serd denotada por
(Ut 4 Ty 4 Uy )

onde simbolo U; significa que a parcela U; deve ser omatida da soma considerada.

2. Notemos que, para cada j € {1,--- ,n}, temos que U; é um subsepago vetorial do
espago vetorial real (V,+,-).

Logo O € Uj, assim sempre teremos que

—~

Oelyn(U++T++Uy).

Com isto temos a:

Proposigao 3.63 Sejam Uy,...,U, subespagos vetoriais de um espago vetorial real (V,+, ).
Entao
v=Ua---alU, (3.64)
se, e somente se, dado v € V existe, para cada j € {1,...,n}, um dnico u; € U; tal que

V=1t Uy (3.65)
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Demonstragao:
A prova é feita por indugdo sobre n e é anéloga & da proposigdo (BEZH).
Devido a este fato deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Apliquemos isto ao:

Exemplo 3.66 Mostre que o espago vetorial real (;(R),+,:) (onde + e - sdo as ope-
ragées usuais de 9(R)) é soma direta dos seguintes subespagos vetoriais

U, ={po; Polx) =a,, para x € R, para algum a, € R}, (3.67)
U; ={p1; pi(x) =aix, para x € R, para algum a; € R}, (3.68)
U, ={ps2; , p2(x) = axx*, para x € R, para algum a, € R}. (3.69)

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo que U,, U; e U; sdo subespagdes
vetoriais do espaco vetorial real (% (R), +, -)

Afirmamos que
PH(R)=U, & Uy & U,.

Mostremos, primeiramente, que
P (R)=U, +U; +U,.

Para isto, seja p € & (R).
Logo existem a,, a;, a; € R tais que
p(x) = ao + arx + ax?
= Po(x)+P1(x) +palx), para xR,
—.— —— =
el el cu,
mostrando que
QZ(R) :uo+u] —|—U2.

Verifiquemos que a soma é direta.

1. Afirmamos que
U, N (Uy +Uy) ={O}.

Seja
pelUn(U+U,), istoé, pelU, e pe (U +U).
Entdo existem a,, a;, a; € R tais que

(e=2)

P(x) =po(x) =" a, (3.70)

() e () aix + ax?, paracada x€R. (3.71)
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Se o polindémio p ndo fosse o polindmio nulo terfamos, por (EZZ0), que o polinémio p
deveria ter grau 0, coincidindo com o polinémio p, dado por (BZ1), de grau no minimo
1, o que seria um absurdo.

Logo, o polinémio p deve ser o polindmio nulo, ou seja,
p(x) =0, paracada x€R,

mostrando que
U, N (U + Uy) ={O}.

2. Afirmamos que
U, N (U, + U,) ={0}.
Seja
pelin(U,+Uy), istoé, pely e pe(Uy+U).
Entao existem a,, a;, a; € R tais que

()

p(x) =pi(x) =" arx (3.72)
el;
e
P(x) = po(x) +p2(x) = ao + ax*, paracada x€R. (3.73)
cl, el

Se o polinémio p ndo fosse o polinémio nulo terfamos, por (EZ72), que o polinémio
p teria grau 1, coincidindo com o polinémio p, dado por (EZ3), que teria grau 0 (se
a; =0) ou 2 (se a; # 0), o que seria um absurdo.

Logo, o polinémio p deve ser o polindmio nulo, ou seja,
p(x) =0, paracada x€R,

mostrando que
u; N (U, +U,) ={0}.

3. Afirmamos que
U, N (U, + U;) ={0}.

Seja
rel,n(U,+U;), istoé, pel, e pe(U,+U).

Entdo existem a,, a;, a; € R tais que

p(x) = pa(x) (=) ax? (3.74)
~——
elu,
e
P(x) =po(x) +pi1(x) =a, + arx, paracada x € R. (3.75)
M~ =

cl, el
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Se o polinémio p ndo fosse o polinémio nulo teriamos que o polindmio p, dado por
(EA), deveria ter grau 2, coincidindo com o polinémio p, dado por (EZ3), que tem
grau 0 (se a;j =0) ou 1 (se a; # 0), o que seria um absurdo.

Logo, o polinémio p deve ser o polindémio nulo, ou seja,
p(x) =0, paracada x€R,

mostrando que
W N (U, + Uy) ={O0}.

Com isto, podemos conlcuir que

ZR)=U; & U, & Us.

3.3 Exercicios



Capitulo 4

Combinacoes Lineares

4.1 Introducao e Exemplos

Vimos no capitulo anterior que um subespago vetorial € um subconjunto de um espago vetorial
real que é fechado com relagdo a adigao de vetores e também com relagdo a multiplicacdo
de vetor por escalar. Em outras palavras, quando somamos dois vetores de um subespaco
vetorial ou multiplicamos um vetor do subespago por um escalar, o resultado é um elemento
deste subespago. Quando combinamos repetidas vezes estas agdes temos o que chamamos de
combinacao linear entre vetores.

Mais precisamente,

Defini¢ao 4.1 Sejam w,,...,u, elementos de um espago vetorial real (V,+,-).
Diremos que o vetor u € V é uma combinagao linear dos vetores uq,...,u, se
existirem escalares «p,...,x, € R tais que
U=0q- U+ 4 0y Up. (4.2)

Observagao 4.3 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real e U C V um subespago vetorial
do espago vetorial real (V,+,-).
Seuy,...,u, €U e x,...,xn € R entdo a combinacao linear

X1 -Up At F Oy Uy

pertence a U, 1sto €,
oW+ oy cuy € UL

Exemplo 4.4 Consideremos o espago vetorial real (9;(R),+,-) (onde + e - sGo as ope-
ragbes usuais de ¥;(R)) e o polinémio p € F;(R) dado por

p(x) =2+x%*, para cada, xcR. (4.5)
Mostre que o polinémio p € uma combinagdo dos polinémios p,, p1,P2 € Z2(R), onde

Po(x) =1, pi(x)=x, p2(x)=x* para cada, x€R. (4.6)

49
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Resolucao:
Observemos que

para cada x € R, isto é,
P=2-po+0-p1+1-p2, (4.7)

mostrando que realmente o polindémio p € #(R) dado por (EH) é uma combinagdo dos
polinémios p,, p1,p2 € Z(R), dados por (EH).

Exemplo 4.8 Mostre que no espaco vetorial real (2,(R),+,-) (onde + e - sdo as ope-
ragdes usuais de ¥(R)), o polinémio p € Z(R) dado por

p(x) =1+x%x*, paracada x€R, (4.9)
€ uma combinagdo dos polinémios q,, q1,q2 € Z2(R), onde

Go(x) =1, qix)=14+x e qux)=1+x+x*, paracada xcR. (4.10)

Resolucao:
Para mostrarmos o que é pedido precisamos encontrar nimeros reais «, 3 € y, de modo
que
P=x-qo+B -q1+v-q2. (4.11)

Ou seja, para cada x € R, precisamos encontrar «, 3 € y de tal modo que:

14+ Z o) = wqo(x) + B ar(x) + B g2(x)

= B+ +7 (1 +x+x2)

=(a+B+v)+(B+v)x+vx,

que é equivalente ao sistema linear:

xt+tP+y=1 a=1,
B+v=0 , cuja (tnica) solugdo sera: p=—1
Y =1 y=1,
ou seja,
p=1-qo+(=1)-q1+1-qz, (4.12)

mostrando que o polinémio p é combinagéo linear dos vetores qo, qi, q2, em (Z2(R), +,-).
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4.2 Geradores

Tendo a defingdo de combinacdo linear podemos introduzir a:

Definicao 4.13 Sejam (V,+, ) um espago vetorial real e S um subconjunto ndo vazio de
V.

Denotaremos por [S] o conjunto formado por todas as combinagdes lineares dos
elementos de S.

Em outras palavras, u € [S] se, e somente se, existirem &q,...,x, € R euy,...,u, €S
tais que
U=0q- U+ -+ Xy - Uy, (4.14)
ou ainda,
S]={og - w4+ Fa,-up; €S ex; R, paraie{l,--- n}. (4.15)

Com isto temos a:

Proposicao 4.16 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real e S um subconjunto ndo vazio
de V.

Entdo [S] € um subespago vetorial do espaco vetorial real (V,+,-).

Demonstracgao:

1. Como S # 0, existe u € S.

Com isto teremos que
Prop. (=) tem D. (3)

o) 0O-u € [S],

ou seja, o vetor nulo é combinagdo linear (o escalar serd o ntimero real 0) do vetor u € S,
assim
O e [S].

2. Se u,v € [S], de (E1H), deverdo existir escalares

o‘]»---a%»ﬁh'“)BmGR
e vetores
UiyeooyUny Viyeooy Vip €S
de modo que
U=0; W+ -F+a,-U, € v=0» v+ -+ Pm- V. (4.17)

Assim, para cada A € R, segue, das propriedades béasicas de espagos vetoriais reais, que

u+?\-v(czu) o w4 4o U+ A [Br-vi+- 4 B Vind
(B3
=Wt o Un + (AB) Vit A+ (ABw) -V €[S
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mostrando que
(W+A)-velS].

Portanto, dos itens 1.e 2. acima e da Observagdo (BR), segue que [S] serd um subespago
vetorial do espaco vetorial real (V,+,-).

Definicao 4.18 Sejam S e V como na Defini¢cdo acima.
Diremos que [S] € o subespago vetorial gerado por S.

Os elementos do conjunto S serdo denominados geradores do subespaco vetorial [S].
Se

S={uwy,...,u}
utilizaremos a sequinte notacgao
[wiy .. un] = 18]
Observacao 4.19 Com as definicdées actma, se uy,--- ,Uy € V, temos que
Wiy ooy Un] ={og -+ -+ - Un; Xy o0, Xy € R} (4.20)

Com isto temos a:

Proposicao 4.21 Sejam S e T subconjuntos, nao-vazios, de um espaco vetorial real
(\/5 +>')-

1. Temos que

S CI[S]. (4.22)
2. Se
SCT, entao [S] C [T]. (4.23)
3. Temos que
[[S]] =[S]. (4.24)

S =18; (4.25)

5. Sempre vale
[SUT]=I[S] +[T]. (4.26)

Demonstragao:
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1. Notemos que
se uesS, entdo u=1-u,

ou seja, o vetor u é combinagdo linear (com escalar igual a 1) do préprio vetor u, que
pertence a S.

Logo

mostrando que

como queriamos demonstrar.

2. Notemos que, se u € [S], de (EE13), segue que existirdo escalares

Xly...y Xy € R
e vetores
Uy ..., Uy €S,
tais que
u:(x]u]_f__f_ocn%.
Como

SCT teremos que uj,...,u, €T.
Portanto, o vetor u é combinagado linear de vetores de T, ou seja,
u e [T],

ou seja,
[S] C [T],

como queriamos demonstrar.

3. Pelo item . desta Proposigdo, segue que S C [S].

Logo, do mesmo resultado, segue que

[S] C [[S]].

Para mostrar a outra inclusdo, consideremos

u e [[S]].

Segue da Definigdo (E13), de subespago gerado, que o vetor u é uma combinagéo linear
de elementos de [S].
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Novamente pela Definigdo (E213), como cada elemento de [S] é uma combinagdo linear
de elementos de S, resulta que o vetor u serd uma combinagdo linear de elementos de
S, ou seja, u € [S], mostrando que

Portanto

como queriamos demonstrar.

. Pelo item M. desta Proposicao, segue que

SCIS].

Mostremos a outra inclusao.
Para isto, seja u € [S].
Entao o vetor u € uma combinagdo linear de elementos de S.

Como S é um subespago vetorial do espago vetorial real (V,+, -), esta combinagio linear
serd um elemento de S, ou seja,

[SICS
Portanto

S=1[s],
como queriamos demonstrar.

. Mostremos que
[SUT] C[S]+[T].
Para isto, seja
ue[SuUT].

Da Definigdo (ET3) de subespago gerado segue que, existirdo escalares

(Xh-")(xn’ﬁh-")ﬁmeR

e vetores
U,y...,Uun €S e vi,...,vi, €T,

tais que

u:o(1.u]+...+o(n.un+ﬁ1‘v1_}_...+Bm.\)m
=@ - wt-Fom-uy)+(rvit -+ B V) €SI+ (T],

.

~"

€ls] €l[T]

ou seja, vale
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Mostremos agora que
[SI+ [T C[SUT].

Para isto, seja
u € [S]+ [T].

Entao
u=v+w, onde vel[S] e welTl].

Da Definigdo (E13) de subespago gerado, deverdo existir escalares

OC],...,OCP,[.))],...,BqGR

e vetores
Vi,..h, Vp ES 6wy, wa €T,

tais que
U=v+w=(a1-Vi+ 40 -Vp)+(Br-Wi+--+Bg-Wq)
=0 Vi o vy B Wi e Bgs W €[SUT)

eSCSUT €SCSUT eTCSuUT €TCSuUT

ou seja, vale
[S]+[TTC[SuT],

completando a demonstragdo do resultado.

Com as definigdes acima podemos introduzir a:

Definigao 4.27 Dizemos que um espago vetorial real (V,+,-) € finitamente gerado se
existir um subconjunto finito S C V tal que

vV =1s]. (4.28)

A seguir temos os seguintes exemplos de espagos vetoriais reais finitamente gerados e nao
finitamente gerado.

Exemplo 4.29 O espago vetorial real (R“,—i—, ) (onde + e - sGo as operagdes usuais de
R™) é finitamente gerado.

Resolucgao:
De fato, consideremos os seguintes vetores de R*:

€1 i(])O)O)OL 62£(O»]»O>O)) 63£(0)0)])0)) 64£(O,0,0,]).

Entao se
ue R,



56 CAPITULO 4. COMBINACOES LINEARES

temos que existem escalares a;, ay, as, as € R tais que
u=(aj,aasay).
ou seja,

u = (ar, az, az, as)
= (Cl],0,0,0) + (O) (12)0) O>O) + (O>O> GS)O) + (O» O» O» (l4)
=a-(1,0,0,0)+a;-(0,1,0,0,0) 4+ a3 - (0,0,1,0) + a4 - (0,0,0,1)

=aq-ejt+a-e;t+az-e3+aq-€q,

mostrando que qualquer vetor u € R*, pode ser escrito como combinagio linear dos vetores
er, e, e3,e4 € RY, ou seja,
4
R" = [e], €y, €3, 64] .

Portanto o espago vetorial real (]R4, +, ) é finitamente gerado.
Notemos que o conjunto
S= {61, €2, €3, 64}

€ um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (R4, =+, )
Podemos estender o exemplo acima a seguinte situagao:

Exercicio 4.30 Seja n € N fizado. O espago vetorial real (R",+,-) (onde + e - sdGo as
operagbes usuats de R™) é finitamente gerado.

Resolugao:
De fato, consideremos os seguintes vetores de R™:

er =(1,0,...,0), e2=1(0,1,0,...,0), ..., en = (0,...,0,1).

Entao se
ue R,
temos que existem escalares a;,---,a, € R tais que
u= ((11,C12,"' )an)-
ou seja,
u= (Cl],(lz,"' »an)
= ((1],0,"' ,O)+(O,a2,0,-~- )O)+"'+(O)"' )Oaan)
= (1>0»'»0)+a2'(0>1>0>"' >O)+"'+an’(0>"' »0»1)
=aj-ert+a-e+---+ay-ey,
mostrando que o vetor u € R™, pode ser escrito como combinagdo linear dos vetorese; --- , e, €
R™, ou seja,

Rn:[eh"')en]-
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Portanto o espago vetorial real (R™, +,-) é finitamente gerado.

Notemos que o conjunto
85{61,"' >en}

€ um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (R™, +,-).

Exemplo 4.31 O espago vetorial (M;y3(R),+,-) (onde + e - sdo as operagbes usuais de
M,.3(R)) € gerado pelas sequintes 6 matrizes de tipo 2 x 3:

(1 0 0 L[(0o 10 L (0 01
En—<0 0 O) ’E]2_<O 0 O) »EB—(O 0 O))
(0 0 0 L ({000 L [(0 00
En = (1 0 o) » Bn = (o 1 o) » B = (o 0 1)‘

Em particular, (Myx3(R),+,-) € fintitamente gerado.

Resolugao:
De fato, se
A€ M2><3(R) )

segue que existirdo escalares ayi, a2, ai3, Az, a2, az3 € R tais que

an a2 a3
A= ,
az az; azs

_fan a2 a3} [ an 00 0 app O 0 0 a3
A‘<@1@2@J_<o oo>+Q 0 J+(oo o)
(o 00}y, (o0 0}, (oo o0
anq 0 O 0 (655 O 0 O azs
g (rooy, foro) o foo0
“TMlo 0 0 2710 0 0 B0 0 0
(000, fo00y,  foo0o0
701 0 0 2001 0 00 01

=an-Epn+an-Bop+aiz-Eiz+an- By +an-En+axp- By,

ou seja,

mostrando que a matriz A € M;,3(R), pode ser escrita como combinacao linear das matrizes
Ei1, Ei2,y B3, E21y Enz, B2z € Moy (R), ou seja,

Mux3(R) = [Eq, Ei2, Ei3, E21, B2y Ensl .

Portanto o espaco vetorial real (M;,3(R),+, ) é finitamente gerado.
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Notemos que o conjunto
S ={En, E1z, B13, E21, Bz, Ba3}

é um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (M;,3(R),+, ).
Podemos estender o Exemplo acima acima ao seguinte Exercicio, cuja resolugdo serd
deixada para o leitor:

Exercicio 4.32 Sejam m,n € N fizados. O espago vetorial (M xn(R),+,-) (onde + e -
s@o as operagdes usuais de My xn(R)) € gerado pelas m - n matrizes:

Eué(é(k’l)), para cada ke{l,...,m} e le{l,...n},

i

onde, para cada k € {1,...,m} el €{1,...n} fizados, temos que:

(k) - {1 . para (1,j) = (k1)
N 0, (L,j)# (k1)

Exemplo 4.33 O espago vetorial real (92;(R),+,-) (onde + e - sGo as operagbes usuais
de Z,(R)) é finitamente gerado.

Resolucao:
De fato, consideremos p,, p1,p2 € Z2(R) os seguintes polinémios:

Po(x) =1, pi(x) =x, palx)=x*, paracada xcR.

Entao se
p € A(R),
temos que existirdo escalares
Ao, a1, ay € R,
tais que
plx) =a,+ a;x + (12X2, para cada x € R,

ou seja,

f— . DY . 2
p(X) —(lo.\1/_/—|—(11 \)i./—’_ +a \X,./
=Po(x] =p1(x) =p2(x)

= (ao.po +ai -p1 +az-p2)(x), paracada xe€R,

mostrando que o polindmio p € % (R) pode ser escrito como combinagdo linear dos poliné-
mios po, P1,P2 € Z(R), ou seja,

322(]1%) = [poaphpl] .

Portanto o espago vetorial real (Z2;(R),+,-) € finitamente gerado.
Notemos que o conjunto
S = {po, 1, P2}
¢ um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (% (R),+, ).
Podemos estender o Exemplo acima a seguinte situagao:
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Exercicio 4.34 Seja n € N fizado. O espago vetorial real (Z,(R),+,-) (onde + e - sdo
as operagdes usuats de Z,(R)) € finitamente gerado.

Resolugao:

De fato, consideremos po,--- ,pn € Zn(R) os seguintes polinémios:

po(x)£1a p1(x)£x, pZ(X)£X2> T Pn(X) ixn> para cada x € R.
Entao se
p € Zu(R)
temos que existirdo escalares
Aoy Apy - - )aneR)
tais que
r(x)=a,+a;x+---+a,x", paracada x€R,

ou seja,

p(x):ao.\lf/—ka]-\\x/—i—---—l—an- \X,/
=po(x) =p1(x) =pn(x)

:(Clo-Po+Cll‘P1+"'+an'Pn)(X)> paracada XER)

mostrando que o polinémio p € #,(R) pode ser escrito como combinagdo linear dos polind-
mios po, -+ ,Pn € Zn(R), ou seja,

f@n(R) = [pm"' apn]-

Portanto o espacgo vetorial real (Z,,(R),+,-) é finitamente gerado.
Notemos que conjunto

Si{poa"' >pn}

é um conjunto finito formado por geradores do espaco vetorial real (£, (R),+,-).
Um outro exemplo importante é dado pelo:

Exemplo 4.35 Consideremos o espago vetorial real (#(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagbes usuats de (Z(R)) onde formado Z(R) denota o conjunto formado por todos
os polinédmios com coeficientes reais.

Afirmamos que Z(R) nao € finitamente gerado.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que (Z(R),+,-) é um espago vetorial
(onde + e - sdo as operagdes de .# (R;R))
Note que
Zw(R) € Z(R),

para cada n € N fixado.
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Suponhamos, por absurdo, que o espago vetorial real (#(R),+,-) é finitamente gerado,
ou seja, existe um nimero finito de polindémios py,...,pn € Z(R) tais que

Z(R) =[p1y...,pnl.
Seja N € N, o grau mais alto dentre os polinémios

Piye--yPny

que existe pois, temos somente um namero finito de polindmios da colegdo acima.
Com isto temos que o polinémio p € & (R) dado por

p(x) =x"*' paracada x€R,

nao poderd ser escrito como combinacdo linear dos polinémios

P1yeeeyPny
pois o maior grau dentre esse os polinémios é N, que & menor que o grau do polindmio p,
que é N + 1.
Assim,

pg[p])-'wpn]:t@(R))

o que seria um absurdo, pois p € Z(R).
Portanto (Z(R),+, ) nao é um espaco vetorial finitamente gerado.

Observacao 4.36 Observemos que
PosP1y =y Py -1 = Z(R),
onde, os polinémios p; € Z(R), para j €{0,1,2,3, -}, sdo dados por:
Po(x) =1, pi(x)=x, palx)=x*, -+, palx)=x", ---, paracada x€ER.

A verificagao deste fato serd deixada como ezercicio para o leitor.

Temos também a:

Proposigao 4.37 Seja (V,+,:) um espago vetorial real gerado pelos vetores uq,...,U,,
1sto €,
V: [U],“‘ ,u/n].
Suponhamos que o vetor u; € uma combinagao linear dos vetores uy,...,U,, ou seja,
uy € [ug, -+, un].
Entdo o espago vetorial real (V,+,-) serd gerado por uy,...,U,, isto €,

[LLZ,"‘ )Llfn]:[uh"')un]:\/.
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Demonstragao:
Devemos mostrar que qualquer vetor u € V pode ser escrito como uma combinacao linear
dos vetores uy,...,u,, ou seja,

V:[uZ)"')u’n]-

Notemos que se

ueV=I[lu,uy - ,ul,
temos que existirao escalares
Klyeooy &y € Ry
tais que
U=0 U+ -+ oy - Uy (4.38)
Mas, por hipétese, o vetor u; é uma combinagdo linear dos vetores u,,...,u,, ou seja,
wy € [ug, -y ugl.
Logo, deverao existir escalares
Bryeeey Bno
de modo que
W =R -w+- 4P Un. (4.39)

Logo, de (E=38) e (E=33), e das propriedades bésicas de espagos vetoriais, podemos obter:

(£=3)
U = o- Uy R i S VA%
~—~

¢ = )61 UzF+HBn1Un

=0 (Bt Bratn) F o up e+ e Uy
= (1B1 4+ x2) - up + -+ 4 (0 Py + &Xn) - Un,

ou seja, o vetor u pode ser escrito como como uma combinagao linear dos vetores

U2y ooy Upn,

isto é,
ue€ [uy, - ,u,l, ouseja, V=I[uy - ,ul,

como queriamos mostrar.

Observacao 4.40 O resultado actma mos diz que se um espago vetorial real € gerado
por um numero finito de vetores e um desses vetores pode ser obtido como combinagao
linear dos restantes, entao o espago vetorial real, dado incialmente, poderd ser gerado
pelos vetores restantes, retirando-se o vetor que pode ser obtido como combinacao linear
dos outros da lista inicial.

Apliquemos isto ao
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Exemplo 4.41 Consideremos o espago vetorial real (R“,—i—, ) (onde + e - sGo as opera-
¢bes usuais de R*) e os sequintes seus subespagos vetoriais

U={(xyzt) eRx—y+t+z=0}, W={(xy,z,t) e R\x+y—t+z=0}. (4.42)

Encontre um conjunto finito de geradores para os sequintes subespag¢os vetoriais do
espago vetorial (R*,+,-):

U, W, uUnw e U+W.

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo que U e W sdo subespagos vetoriais
do espago vetorial real (R4, =+, )

Encontremos geradores para cada um dos subespagos vetoriais acima:

1. Para o subespago vetorial U:

Notemos que se

u=(x,y,z,t) € U,

entdo, de (EZ2), deveremos ter

x—yYy+t+z=0 ou, equivalentemente, y=x-+z+t.

Portanto,

(X) \y// >Z>t) = (X,X+Z—|—t,Z,t) = (X)X>O>O) + (O>Z’Z»O) + (O)t»o>t)
=x+z+t

=X (]>]>O>O)+Z' (0>]>]>0)+t' (0713071)3
~\~ ~\~ V_/

=uy =uy =ug

ou seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinacdo linear dos vetores u;, uy, us
(os escalares serdo x, z e t, respectivamente), isto ¢,

U = [u1,u2,u3] = [(L 1>O>O)» (O> 1, ]>O)) (O’ 1,0, 1)] ’ (4‘43)
mostrando que o subsepaco vetorial U é finitamente gerado.

2. Para o subespago vetorial W:

Notemos que se
u=(x,y,z,t) € W,

entdo, de (EZ3), deveremos ter

x+y—t+z=0 ou, equivalentemente, t=x+y+z.
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Portanto,

(X)y)z’) \\t/_/ ) = (X)U)Z)X+y+z) = (X’O)O)X)"’_(Ovyv())y)"f—(O)O>Z)Z)

=x+y+z
=X (]>O>O>])+y : (0)])0)”+Z' (0)0)])”>
N—— ~- ~-

=Wy =w, =w3

ou seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores wy, w,, w;
(os escalares serdo x, y e z, respectivamente), isto ¢,

W = [W1>W25W3] = [(1>O> 0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1 )] y (4'44)
mostrando que o subespago vetorial W é finitamente gerado.

3. Para o subespago vetorial U NW:
Notemos que se
(x,y,z,t) eUNW,
entdo

(x,y,z,t) el e (x,y,z,t)eW,

ou seja, de (EZ2) e (EZ3), deveremos ter que resolver o seguinte sistema linear

Z=—X

{x—y+t+z:0
t=y

,  cujas solugdes sao
x+y—t+z=0,

para cada x,y € R.

Deste modo, teremos:

(nyy\zf_/n\t/_/) = (X)y)_x)y) = (X,O,—X,O) + (O>y)0)y)

=—X =y

=X (1,0,—],0)—1—13 ’ (0313031)

=vq =v,

u seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinagéo linear dos vetores vq,v, (os
escalares serdo x e y, respectivamente), isto &,

UHW:[\)bVﬂ:[(1,0,—1,0),(0,],0,])], (4'45)
mostrando que o subsepaco vetorial UL N W é finitamente gerado.

4. Para o subespago vetorial U U W:
Da Proposigdo (EZ20) item B. segue que

U=[Uu e W=[W],
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assim

Prop. (E=20) item @.]

u(?) [Ll] yu2 ,'l,L3] e_W(?) [W] W2 >W3] [

u + w [U] + [W] uth)uS] U [W1>W2>W3]

Prop. (E2T) item B.
= [uth)uﬁ)W])WZ)W?)] .

Com isto teremos que:

u+w=I1,1,0,0),(9,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0, T, )]
— —
wz;us [(]) ])O)O)’ (O) ]) 1)0)) (O) ])O) ])) (1)070) 1)) (O)O) 1) 1)] ) (4‘46)
mostrando que o subsepaco vetorial U U W é finitamente gerado.

Observagao 4.47 Observemos que no Ezemplo actma temos que:
”»1»0»0) = ”>O>O>1) + (0313130) - (O>O>1)1) .

Portanto, pela Proposicdo (-31), segque que podemos ezcluir o vetor (1,1,0,0) da
lista dos geradores do subespago vetorial real U+W, que os vetores restantes continuarao
gerando o subespaco vetorial U+ W, 1isto é:

u+v: [(O)])])O))(O)])O)]))(])O’O’]))(O3O)])])]' (4'48)

Veremos mais adiante que este serd o numero minimo de geradores para o subespaco
vetorial U+V, ou seja, nao podemos retirar mais nenhum vetor da lista formada pelos
quatro vetores em (EZR) e ainda continuar gerando o subsepago vetorial U+ V.

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagcdo desta afirmacao.

4.3 Exercicios



Capitulo 5

Dependéncia Linear

5.1 Introducao e Exemplos

No capitulo anterior ao estudarmos os geradores de um espago vetorial real procuramos
encontrar um determinado conjunto de vetores do mesmo, de modo que qualquer vetor do
espago em questdo pudesse ser escrito como combinagao linear dos vetores deste conjunto.

Por exemplo, se v e w geram um espago vetorial real (V,+,-) entdo para qualquer u € V
serd possivel encontrar escalares «, 3 € R tais que

u=o0-v+p-w, (x)

ou, equivalentemente,
x-v+p-w—1-u=0.

Note que a combinagao linear acima é o vetor nulo, embora nem todos os escalares que
aparecem na sua formagao sejao nulos.

Vejamos agora a seguinte situacdo: serd sempre possivel encontrar escalares «, 3,y € R,
nio todos nulos, de modo que, em R?, tenhamos

E facil verficar que a resposta, neste caso, é nio.

Isto, como mostra o 2. exemplo acima (ver (**)), significa que nao sera possivel escrever
nenhum dos vetores do 2.0 exemplo como combinagao linear dos outros dois.

Isto contrasta com o que ocorre com os vetores u,v e w do 1.0 exemplo acima (ver (*)).

Em um certo sentido, os vetores do primeiro exemplo guardam uma certa dependéncia
entre um e outro enquanto que, no segundo, os trés vetores sdao independentes.

Vejamos, com as definicbes que se seguem, como podemos tornar estes conceitos mais

precisos.
Definigao 5.1 Sejam (V,+,:) um espacgo vetorial real e uq,...,u, € V.
Diremos que os vetores ,...,U, Sdo linearmente independentes, (ou, abreviada-

mente l.i.) se a combinagcdo linear

65
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ocorrerd somente quando os escalares oy, -+, 0, € R forem todos nulos, isto €, se
xp=---=0, =0.

Observacgao 5.2

1. Na situagao acima, se os vetores vetores uy,..., U, sao l.1. diremos que o conjunto
S={uwy,...,u.} €Lz .

2. Notemos que se
(X«] = e e . — % :O

entao, das propriedades bdsicas de espaco vetorial real, necessariamente, devere-
mos ter:
o -+ -4 au, = 0.

Porém, a reciproca nem sempre € vdlida, isto €, podemos ter uma colecdo fi-
nita de vetores, vi,---,v, de um espaco vetorial real e escalares «;,---,x, € R,
nao todos nulos, de tal modo que

o W+ oy Uy =00 (%)

Como ezemplo desta situagdo consideremos no espacgo vetorial real (R?,+,-) (onde
+ e - sao as operagdes usuais) os vetores

V1£(])]) € V2£(_]>_])'

Neste caso temos que:

0= (0,0) =1 (1>1) +1- (_1>_1) :\1,/'\)1 +\1,/'V2)
=ul =x
mostrando que existem escalares «;,; € R, ndo todos nulos (no caso ambos sdo
tguats a 1) de tal modo que (*) se verifica.

3. A mocao de independéncia linear para a sequéncia u,..., W, ntroduzida na defi-
nicdo acima € equivalente a dizer que: se existe i # 0, para algum i € {1,...,n},
entao deveremos ter

Br-w+P2r-uy+--- 4 Bn-uy #0,

independente dos escalares (3, ---,Pn € R escolhidos, ou seja, podemos escrever
o vetor nulo 0 € V de uma, tinica, maneira como combinacdo linear dos vetores
Uy, - - Uy, a saber:

O=0-w+4-40-u,.

Podemos também introduzir a:
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Defini¢ao 5.3 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real e uy,...,u, € V.
Dizemos que os vetores uy,...,u, serdo ditos linearmente dependentes (ou, abrevia-
damente, l.d.) se os vetores nao forem linearmente independentes.

Observacao 5.4

1. Na situagao acima, se os vetores vetores ui,...,U, sao l.d. diremos que o conjunto
S={up,...,u,} €ld. .

2. A definigdo de dependéncia linear actma para os vetores uy, ..., W, € equivalente
a dizer que € possivel encontrar numeros reais «j,...,%,, nao todos nulos, tas
que

& U+ o U = 0,

ou seja, podemos escrever o vetor nulo O € V de , pelo menos, dois modos dife-
rentes, a saber:

O-wy+-4+0-u, =0 e o -u+- -+, -u, =0,
Com isto temos o:

Proposigao 5.5 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real e uy...,u, € V.
Os vetores O,uy,...,u, sao vetores l.d., onde O é vetor nulo do espago vetorial real

Demonstragao:
De fato, basta verificar que

1.0 +\q_/~u1 —|—"'+\O/_/'un =0,

= éo(] iOCn

ou seja, existem escalares o, &, -+, ¢, € R, ndo todos nulos (pois « = 1) de modo que
-O+oy-u+--+ay-u, =0,

mostrando que os vetores O, uy,...,u, sdo de vetores L.d. .
|

Exemplo 5.6 Consideremos o espaco vetorial real (R3, +,-) (onde + e - sdo as operacdes
usuais de R3).

Mostre que os wvetores (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) € R® sdo linearmente independentes
em (RS) + ) :

Resolugao:
Para tanto precisamos encontrar todas as possiveis solugdes da equagdo vetorial

x- (]>]>])+B(])])O)+Y(1>O>O) = (O>O>O)>
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que é equivalente a:
(0,0,0) = (O(,O(,O() + (BvB»O) + (’Y,0,0) = (OC+ B+vy,o+ B,O().

Isto equivale a resolver o sistema linear

x+p+y=0
x+p3=0
Y = O»
que possui uma tnica solugao, a saber:
X = [?) = ’Y = 0.

Logo, os vetores (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) € R? sdo linearmente independentes no espago
vetorial real (R3,+,-).

Exemplo 5.7 Consideremos o espaco vetorial real (R3, +,-) (onde + e - sdo as operagdes
usuais de R3).
Tomemos os vetores em R> dados por

w = (x,yn,z1), U= (x2,Y2,22) e uz=(x3,Y3,23). (%)

Encontre uma condigao necessaria e suficiente para que os vetores u;,uy, uz sejam
linearmente independentes no espaco vetorial real (R, +,-) .

Resolucao:
Observemos que, os vetores 11, u,,u3 serdo Li. em (R3, +,:) se, e somente se, a equagio
vetorial
oW o uyFogeu3 =0 (k)

apresentar como tnica solugdo os escalares
0(12062206320. (***)
Observemos que

o Wy + &g Uy + g - Uz = o (X, Y, z1) + o - (X2, Y2y 22) + 0 - (X353, 23)
= (otx1, \1Y1, %121) + (X2X2, 02Y32, 0222) + (43X3, X3Y3, X323)

= (oux1 + xaX2 + X3X3, X1Y1 + 02Y2 + X3Y3, 121 + XzZy + K323),

que é equivalente a que o sistema linear de trés equagdes a trés incégnitas (que sdo os escalares
o,y 02y O3):

X1 + 0Xy + ozxz =0

oy +ooys +o3ys =0 . [k kk)

oz + 0z + oizzz =0
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Logo para que (**) possua somente a solugdo (***) & necessario e suficiente que o sistema
linear (****) s6 admita a solugdo (***).

Mas isto, como se sabe, isto é equivalente que a dizer que a matriz dos coeficientes do
sistema linear (¥***),

X1 X2 X3
Y Y2 Y3
Z1 Z2 Z3

possue determinante diferente de zero (ver Apéndice II).
Note que as colunas desta matriz sdo formadas pelas entradas que compdem os vetores
ur,uy e uz em (*).

Observagao 5.8 O mesmo resultado vale se colocarmos os coefictentes dos vetores u;,
w, e uz como as linhas de uma matriz. Por qué?

Podemos estender o exemplo acima a seguinte situagao:

Exercicio 5.9 Consideremos o espacgo vetorial real (R™,+,-) (onde + e - sGo as operagées
usuais de R™.

Enuncie e demonstre um resultado andlogo ao exemplo acima para uma sequéncia
up, -, W vetores do espacgo vetorial real (R",+,-), onde k € {1,--- ,n}.

Temos também o:

Exemplo 5.10 Consideremos o espago vetorial real (M;(R),+,-) (onde + e - sdo as
operagées usuats de M;(R) ).
Verifique se as matrizes de M, (RR):

a1y vy (o
"V lo 1) 2 o 1) 2 1o o

sdo linearmente independentes em (M;(R),+, ).

Resolugao:
Para isto precisamos estudar todas as possiveis solugdes 1, %y, 3 € R da equagao vetorial:

o -w o uF+oaz-u3 =0, (%)

onde O denota a matriz nula de M,(IR), ou, equivalentemente, encontrar todas as possiveis
solucbes da equagao matricial

N WY & R (B A
"o 1 1o 1 o o)/ " \o o)’

_ o+ o+ o3
0 o + o
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que é equivalente a equagdo matricial

o+ o o+ og 00
- ) (**)
0 o+ o 00

ou ainda, equivalente ao sistema linear de quatro equagdes a trés incognitas (a saber, oy, 2, &3 €
R):

o+ o, =0
o +oa3=0
(% * %)
0=0
o+ o =0

que possui solugdes do tipo
(ory 02y 03) = (011, — 0t 017)

para qualquer o € R.

Logo escolhendo-se «; = 1, teremos que &; = —1 e a3 = 1 serdo solugdes (ndo identica-
mente nulas) do sistema (***) ou, equivalentemente, da equagdo vetorial (*).

Dessa forma, a sequéncia de vetores 1, U, 13 serd linearmente dependente em (M, (R), +, -).

Observagao 5.11 Um outro modo de resolver o exemplo acima € observar que (vertfi-

que!)
u; = uy + us,

que € equivalente a escrever
T+ (=1 +Tauz3 =0,
ou seja, os vetores uj, Uy, uz sdo l.d. em (M,(R),+,-).
Temos também o:

Exemplo 5.12 Consideremos o espaco vetorial real (C'(R;R),+,:) (onde + e - sdo as
operacées usuais de C'(R;R) ).
Verifiqgue se as funcées f e g sdo I.d. em (C'(R;R),+,-) onde

f(x) =cos(x) e g(x)=sen(x), x€R.

Resolucgao:
Como as fungdes f e g sdo fungdes definidas em R, a equagdo vetorial

x-f+pB-f=0, (%)
onde O denota a funcdo identicamente nula em R, serd equivalente a equagao
af(x) +pBg(x) =0 paratodo x€R.

Em particular, a identidade acima devera ser valida para:
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1. x =0, ou seja:

0 = «af(0) +pBg(0) = xcos(0) +f sen(0) = — «a=0.
— —

2. x n ou seja
.X=—=,0u :
7 ]

0= f(3) + Bg(0) = accos(5) +B sen(5) =B —> B =0.

NI:l

Conclusdo: a tnica solugdo da equagdo vetorial (*) serd o« = 3 = 0, portanto, as fungbes
fe gsdoLi. em (C'(R;R),+, ).

Exemplo 5.13 Consideremos o espago vetorial real (C'(R;R),+,:) (onde + e - sdo as
operacées usuais de C'(R;R) ).
Verifique se as fungdes f, g e h sdo linearmente dependentes em (C'(R;R),+, ), onde

f(x) =cos’(x), g(x)=sen’(x) e h(x)=1, x€cR.

Resolugao:
Observemos que
cos’(x) 4+ sen’(x) =1, para todo x € R,

ou seja,
cos’(x) + sen’(x) —1 =0, paratodo x € R,

que é equivalente a
1-f+1-g+(—1)-h=0,

onde O denota a fungdo identicamente mula.
Logo a equagao vetorial
x-f+B-g+yv-h=0,

tem uma solugdo nao trivial, a saber x =1, f=Tey=—1.
Portanto as fungdes f, g e h sdo 1.d. em C'(R;R).
Deixaremos como exercicio para o leitor o

Exercicio 5.14 Consideremos o espago vetorial real (C'(R;R),+,-) (onde + e - sdo as
operacées usuais de C'(R;R) ).
Sejam

f(x) =cos(2x), g(x) =cos’(x) e h(x)= sen’(x), x€R.

Mostre que as funcgées f, g, h sdo linearmente dependentes em (C'(R;R),+,") .
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5.2 Propriedades da dependéncia linear

Comegaremos pela seguinte caraterizagao equivalente de dependéncia linear:

Proposigao 5.15 Consideremos o espago vetorial real (V,+,-) e uy,...,u, € V.
Os ui,...,u, sao l.d. se, e somente se, pelo menos um destes vetores se escreve
como combinacao linear dos outros.

Demonstracao:

Observemos que se um dos vetores da sequéncia de vetores uy,...,u,, digamos u;, para
algum i, € {1,--- ,n}, se escreve como combinagado linear dos restantes, ou seja, dos vetores
Ugy -y, Ui,—1, Wi 41, 'y Un entdo deverdo existir escalares o, - -, o, —1, Xi, 11, -, Xn € R tais que

Ui, = 01 - Uy o Xipg - Uit F Qi1 - Wigr + oo+ K Une (%)
Mas (*) é equivalente a

O=o0g-uw+ 4 &1 U1 — Wiy + Xigp1 - Wigp1 + -+ 0 - Up

=0 W K1 Wit F (1) - Ui+ i Wigg o A X Uy
s onde O é o vetor nulo do espacgo vetorial real (V,+,-), ou seja, a equagdo vetorial

0 U F o O Wit Qg Wiy g1 Wi+ Uy = O

possui uma solugdo néo trivial (a saber, o;, = —1), o que mostra que a sequéncia uy,...,u,
éld. em (V,+,-).
Por outro lado, se u;, ..., u, sdo linearmente dependentes entdo existem escalares oy, ..., 0, €

R, ndo todos nulos, digamos que «;, # 0, tais que
X7 Up F e Gyt U1 F Gy Wi F Kot U1 00+ o U = 0,
ou, equivalentemente,
i, Wi, = 0 U e K1 U1 T K1t Wi s Kyt Uny

e como «;, # 0 teremos

a s .
. :%'lh"""‘f’f;.]‘udo—] + f‘”j] Uiy 41 _|_..._|_%.um
o lo lo o

ou seja, o vetor u; , da lisla u;,--- ,u,, pode ser obtido como combinagao linear dos vetores

restantes (a saber, dos vetores uy, - ,ui,_1, Ui, 11, - - ,Un), terminando a demonstragdo.
|

Com isto temos a:
Proposicao 5.16 Consideremos o espago vetorial real (V,+,-) e uy,...,u, € V.

Se o conjunto de vetores S ={uy,...,unt € l.d. em (V;+,-) e TCV tal que S C T.
Entdo T serd I.d. (V,+,-).



5.2. PROPRIEDADES DA DEPENDENCIA LINEAR 73

Demonstragao:

Vamos mostrar que se Uy, ..., Wy, Wni1y...y Wy € V 830 tais que S = {uy,...,u,} é um
conjunto formado por vetores que sdo l1.d. entdo T = {uy,...,Un, Upni1y..., Uy} também é um
conjunto formado por vetores que sdo 1. d. .

Como S é1d. em (V,+,-) existem escalares oy, ,«, € R, ndo todos nulos, ou seja,
«;, # 0 para algum i, = 1,--- ,n, tais que

o Wy o Wi, Sy U = 0. (%)
Como S C T segue que u;, € T, e de (*) temos que
o w Xy Uy o Uy 0 Uy -+ 0y, = O, ()

possui uma solugdo ndo identicamente nula, pois o, # 0, mostrando que o conjunto T é
formado por vetores que sdo 1.d. em (V,+,-).
|

Observagao 5.17 O resultado actma mos diz que qualquer subconjunto de um espacgo
vetorial real que contenha como subconjunto um conjunto que € l.d. deverd, necessari-
amente, ser l.d. .

Um outro resultado importante é dado pela:

Proposigao 5.18 Consideremos o espago vetorial real (V,+,-) e wy,...,uy € V.
Seuy, ..., U, sao linearmente independentes em (V,+, -) entdo qualquer subsequéncia
destes vetores também serd linearmente independente em (V,+,-).

Demonstracgao:
Basta mostrar que se uy,...,Un, Upniqy ..., Wy, S80 linearmente independentes em (V, +, -)
entdo u,...,u, também sio li. em (V,+,-).

Para isto suponhamos que
Br-wi+ - +Pn-u=0. ()
Mas a equagdo vetorial (*) pode ser reescrita como:

B]'U-1+"‘+Bn'un+0'un+l+"'+O'umzo (*)

e os vetores wy, ..., Un, Upniqy..., Uy s80 Li. em (V,+,-) logo segue que a tnica solugdo para
a equagdo vetorial (*) sera

[31 :"':Bn:()»
mostrando que os vetores u;,...,u, sdo Li. em (V,+,-), como queriamos demonstrar.

Observacao 5.19 O resultado acima nos diz que qualquer subconjunto de um conjunto
de vetores de um espaco vetorial real que € l.1. deverd, necessariamente, ser l.1. .
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Um outro resultado importante é dado pela:

Proposig¢ao 5.20 Consideremos o espago vetorial real (V,+,-) e u,uq,...,u, € V.

Se os wvetores uy,...,u, sao l.i. em (V,+,:) e os vetores u,uy,...,u,, sdo l.d. em
(V;+,-) entdo o vetor u deverd ser combinacdo linear dos vetores uy,...,U,.
Demonstracgao:

Como u,uy,..., Uy, sdo l.d. em (V,+,-), deverdo existir B1,...,Rn.1, ndo todos nulos,
tais que

Brut+pPr-u+-+Pn-un=0. (%)

Afirmamos que 3 # 0.
Suponhamos, por absurdo, que 3 = 0.
A expressdo (*) tornar-se-a:

Br w4+ B un =0,

Mas , os vetores uy,...,u, sdo li. em (V,+,-), assim, deveriamos, necessariamente, ter
f1=---=p, =0, 0que é um absurdo por (*).
Portanto 3 # 0 e assim (*) serd equivalente a
BA0 B P
—B-u=PpF -yt +PruUuy = u:__ﬁ.u1_|_..._|___.u,m
ou seja, o vetor u pode ser obtido como combinacao linear dos vetores u;,...,u,, como
queriamos demonstrar.
|
Pra finalizar temos a:
Proposigao 5.21 Consideremos o espago vetorial real (V,+,-) e wy,...,u, vetores l.1.
em (\/> +, ) .
Entdo cada vetor v € [uy,...,u,] se escreve de maneira tinica como combinag@o
linear dos vetores uy,...,u,, 1sto é, existem nnicos «;,---,x, € R tais que
V=0 U+ -+ X s Uy
Prova:
Suponhamos que existam oy, -+, &n, B1,- -+, Pn € R tais que

O U F et o Uy =V =By w e B Une (%)

Precisamos mostrar que
o =B j=1...,n

Observemos que (*) é equivalente a:

o w4+ 4o - wn =B+ -+ Pn-uyl =0,
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que por sua vezm pode ser escrita como
(or —B1) - wr+ -+ (otn — Bn) - up = 0.
Mas os vetores uy,...,u, sdo L.i. logo, necessariamente, deveremos ter
%—B;=0, j=1,---,m,

isto é,
o = PBj, paratodo j=1,...,n,

como queriamos demonstrar.

75

Observacao 5.22 Vale uma certa reciproca do resultado acima, a saber: se cada ve-

tor v € [uy,...,u,] se escreve de maneira unica como combinacao linear dos vetores
Uy,..., U, entao os vetores ui,---,U, serdo L.i. em (V,+,-).
De fato, pots, em particular, o vetor nulo O € V se escreve de modo unico como
combinacao linear dos vetores uy,...,u,, isto é, se
O:oq.u]_{_..._{_(xn.un = O(]Z"':(ano,
mostrando que os vetores uq,--- ,U, serdo L.i. em (V,+,-), com afirmamos.

5.3 Exercicios
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Capitulo 6

Base, Dimensao e Coordenadas

6.1 Base

A nocdo de base de um espago vetorial real é semelhante a que foi introduzida no curso de
Geometria Analitica.

Ela consiste em escolher um conjunto de geradores do espago vetorial real em questdo que
contenha o menor nimero de vetores possivel, isto é, um conjunto que gere o espago vetorial
real, mas que se deste conjunto for retirado qualquer elemento, o conjunto que restard nao
gerard mais o espacgo vetorial real em questao.

Mais precisamente, temos a:

Definigao 6.1 Seja V #{0}, (V,+,:) um espago vetorial real finitamente gerado.
Defintmos uma base do espago vetorial real V como sendo um conjunto, que indica-

remos por B, formado por vetores linearmente independentes de V e que gera V.
Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 6.2 Consideremos o espaco vetorial real (R3, +,-) (onde + e - sdo as operagdes
usuazts).
Mostre que B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € uma base de (R3,+,-)

Resolucao:
Sabemos que o espago vetorial real (R3, +,-) é finitamente gerado (verifique!).
E facil ver que os vetores de 3 sdo li. (verifique!).
Além disso se (x,y,z) € R temos que

(X,y,Z) = (X,0,0)—l—(O,g,O)—I—(0,0,Z) =X- (])O)O)+y ' (0)])O)+Z' (O)O)”»

mostrando que os vetores de B geram (R?, +, ) (isto &, [B] = R3), logo B ser4 uma base para
(R3> + )

Podemos estender o exemplo acima, como afirma o seguinte exercicio abaixo, cuja reso-
lugdo serd deixada a cargo do leitor.

7
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Exercicio 6.3 Consideremos o espacgo vetorial real (R™,+,-) (onde + e - sGo as operagées

usuazts).
Mostre que o conjunto B ={ej,...,e,} C R"™ onde
er = (1,0,...,0), ..., =(0,...,0, 1 yoo0)y oo en=1(0,...,0,1)

—~—

j—€ésima posi¢do
€ uma base de (R™, +,-).
Temos também o:

Exemplo 6.4 Consideremos o espaco vetorial real (R%, +,-) (onde + e - sdo as operagdes
usuazts).
Mostre que B ={(1,1),(1,—1)} € uma base de (R?, +,-).

Resolucao:

E preciso mostrar que estes vetores de B sdo l.i. e que todo vetor de (R?, +, ) se escreve
como combinagdo linear dos vetores de B.

Da observagdo (E2J) basta mostrarmos que todo vetor de (R?, +, -) se escreve, de maneira
dnica, como combinagdo linear dos vetores w; = (1,1) e u, = (1,—1).

Seja u = (x,y) € R2.

O nosso problema se resume a mostrar que existem tnicos oy, x; € R tais que

u=Mxyl =0 -w+ox-w=uc-(1,1)+o0-(1,-1) = (o, 00) + (2, —0x2)

= (o + 0z, 01 — 02).
Esta identidade é equivalente ao seguinte sistema linear

o+ =x
X1 — & =Y.

Resolvendo o sistema linear (serd deixado como exercicio para o leitor) obteremos uma
Unica solugao dada por
= X _‘2— Y € Xy = X 7 y,
mostrando que B é uma base para (R?, +,-).

Deixaremos, para o leitor, a resolugdo dos seguintes exercicios :

X1

Exercicio 6.5 Consideremos o espago vetorial real (M;(R),+,-) (onde + e - sdo as
operagbes usuats de M;(R) ).
Mostre que o conjunto

240 6) (0 o) (66 0))

€ uma base de (M;(R),+,-)
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Exercicio 6.6 Consideremos o espago vetorial real (%;(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagbes usuats de fungdes).
Verifigue que o conjunto B ={p, q,r} € uma base de (Z;(R),+,-), onde

px)=T4+% qx)=1—-x, r(x)=1-%x% x€R.

Temos o seguinte resultado:

Proposicao 6.7 Consideremos o espago vetorial real (V,+,-) e B ={u,...,u,} uma base
de (V,+,-).

Entao B’ ={w,...,uy 1} n@o € uma base de (V,+,:).
Demonstragao:

Suponhamos, por absurdo, que B’ ={u;,...,u, 1} fosse uma base de (V,+, ).

Como u, €V, existiriam o € R, j =1,...,n— 1 tais que

Up = &1 - Uy + -+ X1 - Un—1,

isto é,
O=o- W+ -+ 1 U1 —Up =01 W+ + g Ung + (1) U,
ou seja, Wy,...,U, sdo l.d. em (V,+,-) o que seria um absurdo, pois, por hipétese, u;,...,u,
sdo linearmente independentes em (V, -+, -)
Portanto B’ = {uy,...,u, 1} ndo pode ser uma base de (V, +, ), como queriamos demons-
trar.
|

Temos também o seguinte importante resultado:

Teorema 6.8 Seja V # {0} tal que (V,+,-) € um espago vetorial real finitamente gerado.
Entao (V,+,-) admite uma base.
Em outras palavras, ezriste um conjunto B, formado por vetores de V que sdo l.1.
em (V,+,:) e que gera (V,+,-).

Prova:

Como V # {O} e (V,+,-) € um espago vetorial real finitamente gerado, existem vetores
Upy..., Uy € Vtais que V = [uy,...,u,l.

Se o conjunto B = {uy,...,u,} for formado por vetores que sdo l.i. em (V,+,-) entdo B
serd uma base de (V,+, ), terminando a demonstracao.

Por outro lado, se os vetores u;,...,u, sejam 1.d. em (V,+,-), como V # {O}, existe, pelo
menos, um j, € {1,...,n} tal que u;, # O.

Sem perda de generalidade, podemos supor que u; # 0 (isto &, j, = 1).

Se todo vetor uj, para j = 2,...,n, puder se escrever como combinacao linear de u; entdo
V = [w] e B ={u;} serd uma base de (V,+,-), terminando a demonstrac3o.

Caso isto ndo ocorra, é porque existe algum vetor u;,, com 2 <j; <n, tal que u;, u;, sdo
Li. em (V,+,-).
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Sem perda de generalidade, podemos supor que o vetor u, seja tal vetor (ou ainda, j; = 2),
isto é, uy,u; sdo Li. em (V,+,-).

Se todos os vetores us, ..., u, puderem ser escritos como combinagdes lineares dos vetores
uy,u; entdo V = [uy,uy] e B ={u;, u,} serd uma base de (V,+, -).
Caso, contrario, podemos repetir este processo e como o niimero de elementos de {uy, ..., u,}

é finito, o processo irad findar apés um namero finito de passos.
Desse modo, existe uma sequéncia de vetores 1.i. dentre os vetores do conjunto {u,...,u,}
que geram (V,+,-), isto é, uma base de (V,+, -), finalizando a demonstragao.

Observacao 6.9 Resumindo, o resultado acima nos diz que todo espaco vetorial real,
nao identicamente nulo, finitamente gerado admaite uma base.

6.2 Dimensao

Para iniciar esta secdo temos o seguinte resultado fundamental para o que segue:

Teorema 6.10 Seja V # {O} tal que (V,+,-) € um espago vetorial real finitamente ge-
rado.
Entao toda base de (V,+,:) possut o mesmo numero de vetores.

Prova:
Do teorema (E3) segue que (V,+,-) admite uma base.
Sejam B = {uy,...,uy} e C ={vi,..., v} duas bases do espago vetorial real (V,+,-).
Nosso objetivo é mostrar que m = n (ou seja, qualquer base de (V,+,-) de n elementos).
Suponhamos, por absurdo, que n > m.
Como os vetores vy, ..., vy, geram (V,+,-), para cada 1 < j < n, podemos escrever o vetor
u; como combinagdo linear dos vetores vy, ..., vy, isto é, existem oyj,- -+, amy € R tais que

m
uj:(X]j'v1+"'+(ij'vm:Z(xijVi- (*)

i=1

Assim, de (*) temos que se

O=f1- w, A+ dbar M, ()
(%) (%)

m

ZOCi]'Vi Z‘Xin'vi
i=1 i=1
:B] . <ZCXﬂ 'Vi> ‘|—+Bn (Z(xin'vi>
i=1 i=1
o (Se) £ (S
i=j i=1 j=1

=

i=1
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ou ainda,
(Z BjOC]j) V1 + e+ <Z Bj“mj) Vi = 0.
j=1 j=1

Como os vetores vy,...,V,, sdo Li. em (V,+,-) devremos ter

n
Z a;j; =0 paratodo 1<i<m.
j=1

As identidades acima correspondem a um sistema linear homogéneo de m equagdes com
n incodgnitas (Bi, 1 <i<n).
Como n > m, existe uma solucdao nao trivial deste sistema linear, isto é, uma solugao

B1,...,Pn onde pelo menos um B;,, para algum j, € {1,--- ,n}, é diferente de zero (pois a
solugdo trivial, f; = --- = 3, = 0 é sempre solugdo de um sistema linear homogéneo).
De (**) segue que os vetores uy,...,u, sdo l.d. em (V,+,-), uma contradigdo, logo deve-

remos ter n = m, completando a demonstragao.
|

Observacao 6.11 Resumando, o resultado actma nos diz que qualquer base de um espa-
¢o vetorial real, nao rdenticamente nulo, finitamente gerado tem o mesmo numero de
vetores.

Com o resultado acima podemos introduzir a:

Definicao 6.12 Seja (V,+,:) um espago vetorial real finitamente gerado.

Se V ={0} definimos a dimensdo de V como sendo 0.

Se V # {0} defintmos a dimensdo de V como sendo o numero de elementos de uma
base qualquer de (V,+,-).

Neste caso, usaremos o simbolo dim(V) para denotar a dimensdo do espago vetorial
real (V,+,-).

Definicao 6.13 Se um espacgo vetorial real (V,+,:) nao € finitamente gerado diremos
que ele tem dimensao infinita.

Com isto temos a:

Proposigao 6.14 Seja (V,+,-) um espago vetorial real de dimensao infinita.
Entdo (V,+,-) possut um subconjunto de vetores que tem um numero infinito de
vetores linearmente independentes em (V,+,-).

Prova:

Temos que V # {O} pois, caso contrério, dim(V) = 0 o que contraria o fato que sua
dimensao ser infinita.

Selecione u; € V, u; # O.

Como (V,+,-) ndo é finitamente gerado temos que V # [uy].

Logo, existe u, € V tal que w, € [u].
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Desta forma, os vetores uy,u; sdo linearmente independentes em (V,+,-) (verifique!) e
V # [wy,u;], caso contrario, (V,+,-) teria dimenséo finita (no caso, 2).

Prosseguindo as idéias acima, suponhamos que tenhamos encontrado vetores u;,...,u, €
V linearmente independentes.

Como (V,+,-) ndo é finitamente gerado, V # [uy,...,u,].

Logo , existe u,,1 € V tal que u, 1 & [wy,...,u,], isto é, os vetores uy,...,up, Uny1 € V

sdo linearmente independentes em (V, +,-) (verifique!).

Portanto, para qualquer conjunto finito de vetores 1.i. em (V, -+, ) podemos sempre en-
contrar um vetor, que ndo estd no subespago gerado por esse conjunto finito, e que, além
disso, reunindo este vetor ao conjunto finito que tinhamos, obtemos um conjunto l.i. em
(V,+, ), ou seja, existe em (V, 4+, -) um conjunto formado por infinitos de vetores linearmente
independentes em (V,+,-), como queriamos demonstrar.

Como consequéncia da demonstragdo do teorema (EI0) temos a:

Proposigao 6.15 Seja um espaco vetorial real (V,+,-) de dimensao m € N fizada.
Entao qualquer conjunto de vetores de (V,+,-) com mais de m elementos €, neces-
sariamente, linearmente dependente em (V,+,-).

Demonstracao:

Supohamos, por absurdo que, u;,--- ,u, é uma sequéncia de vetores de V que sdo L.i. em
(V,+,-) com n > m.

Entdo seguindo a demonstragdo do teorema (ETM) a partir de (1) (verifique!) obteremos
um absurdo, logo mais que m vetores em (V, +, -) deverdo ser 1.d. em (V,+, -}, como queriamos
demonstrar.

Como consequéncia temos o:

Corolario 6.16 Todo subespag¢o vetorial de um espacgo vetorial real de dimensao finita
também tem dimensao finita.

Prova:

Sejam (V,+,-) um espago vetorial real de dimensdo finita e W um subespago vetorial de
(\/) + ) :

Suponhamos, por absurdo, que W tivesse dimensdo infinita.

Pela proposigdo (E4), existiria um subconjunto Li. de vetores de W com infinitos ele-
mentos .

Como estes vetores também sdo linearmente independentes em (V,+,-), pela proposigdo
(E13), o numero deles deveria ser menor do que a dimensdo de V que é finita, um absurdo,
logo a dimensdo de W devera ser finita, como queriamos demonstrar.

Observacao 6.17
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1. Na verdade podemos ser um pouco mais precisos na conclusao do coroldrio acima,
a saber: se W um subespagco vetorial do espago wetorial real (V,+,:) que tem
dimensdo finita n entdo dim(W) < n, ou seja,

dim(W) < dim(V).

Para ver isto basta supor, por absurdo, que dim(W) > m.

Logo existe uma base de W com mais que m vetores, em particular, existem mais
que m vetores l.i. em (W, +vy,-v) (onde +v e -y tndicam as operagdes V).

Assim os elementos desta base de W também serdo li. em (V,+,:), ou seja,
existe um subconjunto formado por vetores l.i. em (V,+,-) que tém mais que m
elementos.

Como m > dim(V), que pela proposi¢gdo (EIH), teremos um absurdo.
Portanto dim(W) < dim(V).

2. Se o espaco vetorial real (V,+,:) tem dimensdo n diremos que ele € um espago
vetorial real n-dimensional.

Temos também o:

Corolario 6.18 Se (V,+,-) € um espaco vetorial n-dimensional e wy,...,u, sdo vetores
de (V,+, ) linearmente independentes em (V,+,-) entdo estes vetores formam uma base
de (V,+,-).

Demonstragao:

Seja B ={uy,--- ,u,} formado por n vetores l.i em (V,+,-).

Mostremos que B é uma base de (V,+, ), ou seja, que geram (V, 4+, -).

Suponhamos, por aburdo, que exista u € V tal que u & [uy, - , Uyl

Isto implicard que u,u;, -+ ,u, sdo Li. em (V,+,-) (verifique!), o que contraria a propo-
sicdo (E13) (pois temos um conjunto l.i. em (V,+,-) com mais que n = dim(V) vetores).

Logo B é 1i. em (V,+,-) e portanto BB serd uma base de (V,+,-), como queriamos de-
monstrar.

|

Exemplo 6.19 Consideremos o espago vetorial real (R",+,-) (onde + e - sGo as opera-
¢oes usuais).
Entdo dim(R") = n.

Resolucao:
Do exemplo (E33) temos que o conjunto B = {e;,...,e,} C R" onde
er =(1,0,...,0), ..., =(0,...,0, 1 s o y0)y cisen=1(0,...,0,1)

~—

j—ésima posigdo

é uma base de (R",+, ), logo dim(R") = n.
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Exemplo 6.20 Consideremos o espago vetorial real (Z(R),+,-) (onde + e - sdo as
operagbes usuars de (Z(R)).
Entdo dim[Z(R)] = co.

Resolucao:
Do exemplo (E2H) temos que (Z(R),+,-) ndo é finitamente gerado, logo sua dimenséo
ndo pode ser finita, assim dim(#(R) = co.

Exemplo 6.21 Consideremos o espago vetorial real (Z,(R),+,:) (onde + e - sdGo as
operagées usuats de (£, (R)).
Entdo dim[Z,(R)] =n+1.

Resolucao:
De fato, do exemplo (E=32) temos que o conjunto B = {p,, - ,pn} € Zn(R) formado pelos
seguintes polinémios:

po(x) = 1» p](X) = Xy pZ(X) = Xz) pn(x) =X y XE€ R)

geram (yn(RL_i_) )
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que B é um conjunto L.i. em (£, (R),+,-),
logo uma base para (Z,(R),+, ) e portanto dim[Z2,(R)] =n + 1.

Exemplo 6.22 Sejam m,n € N e o espac¢o vetorial real (My«n(R),+,:) (onde + e - sdo
as operagbes usuais de M «n(R))
Entdo dim[M ] = mn.

Resolugao:
Do exemplo (E=32) temos que o conjunto

Bi{Ek’LI k= 1,...,m, l= 1,...,1’1}
formado pelas matrizes de M,»(R) dadas por:

. k,l
Bt = (85 )1<i<m,
1<j<n

gl = 1 se (i,j) = (k1)
L ..

formam uma base de (M ,n(R),+, ).
Portanto dim(M,xn) = mn.
Deixaremos como exercicio para o leitor o:

Exercicio 6.23
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1. A dimensao do espago vetorial das matrizes reais quadradas e stmétricas de ordem
p nmn+1)
>

2. Qual a dimensao do espaco vetorial das matrizes rears quadradas e anti-stmétricas
de ordem n?

Temos o seguinte importante resultado:

Teorema 6.24 (Completamento) Seja (V,+,-) um espago vetorial real de dimensdo n.

Suponhamos que os vetores uy,...,Uy, sdo l.iz. em (V,+,:) com m < n.

Entao existem vetores Wm,1,..., U, tais que B ={uy, ..., Un, Uni1y..., Un} € uma base
de (V,+,-).
Demonstragao:

Como m < n, [u, -+, Uyl #V, ou seja, existe

Um41 EV\[LL],"‘,LLm]. (*)

Afirmamos que os vetores Ui, ..., Un, U sdo Li. em (V,+,-).

De fato, pois se uy,..., Uy, Wy forem vetores 1.d. em (V,+,-), como uy,..., 1w, sdo Li.
em (V,+,-), pela proposicdo (E=20), teriamos que w41 € [Ug, ..., Uy], um absurdo, por (*).

Se m+ 1 =mn entdo {uy,...,Un, W1} serd uma base de (V,+,-) e este conjunto contém
os vetores uy,...,u,, € assim terminariamos a demonstragao.

Se m+ 1 <n entdo [uy, - ,un] #V, ou seja, existe

Um42 GV\[LH,'" )umH]- (**)

Afirmamos que os vetores uy, ..., Wni1, W2 s30 Li. em (V,+,-).

De fato, pois se uyy ..., W 1, W2 forem vetores 1.d. em (V,+,:), como uy,..., Uy, 1 Sd0
li. em (V,+,-), pela proposi¢do (EZ0), teriamos que w2 € [Wy,...,Uy), um absurdo, por

Como dim(V) = n < oo, repetindo os argumentos acima um niumero finito de vezes,
encontraremos vetores W1, Wmi2y -« -y Unik, onde m + k = n, de forma que o conjunto

B={w,...;UnyWmityee oy Wikt

sejali. em (V,+, ) e como dim(V) = n = m+Kk, segue que B serd uma base do espago vetorial
real (V,+,-) es este conjunto contém os vetores w,...,u,, completando a demonstracao.

Exemplo 6.25 Consideremos o espago vetorial real (R3,+,-) (onde + e - sdo as opera-
¢des usuais).
Encontre uma base do (R3,+,-) contendo o vetor (1,1,—1).
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Resolucao:

Como a dimensdo de R? é trés, do teorema do completamento, precisamos encontrar dois
vetores, u; = (x1,Y1,21), W = (x2,Y2,22) € R3, que juntamente com o vetor u = (1,1,—1)
sejam Li. em (R3, +,-).

Porém, pelo exemplo (E72), sabemos que isto é equivalente ao determinante da matriz

1 X1 X2
A= 1 y y| =x20y1+2z1) —yalx1 + 21) + 22(y1 — x1)
—1 ZT 2y

ser diferente de zero.

H4& uma infinidade de possibilidades para que isto acontega, por exemplo, tomando (x;,y1,21) =
(0,1,1) e (x2,Y2,22) = (0,0,1) (neste caso det(A) =1+#0).

Portanto uma base de (R?, +,:) que contenha o vetor uw = (1,1,—1) &, por exemplo,
B i{(])])_”) (O>1>1)) (O>O>”}

6.3 Dimensao da Soma de Subespacos Vetoriais

Comegaremos esta segdo com o seguinte importante resultado:

Proposigao 6.26 Seja (V,+,-) um espaco vetorial real de dimensao finita.
Se U e W sdo subespacgos vetoriais de (V,+,-) entdo

dim(UNW) +dim(U + W) = dim(U) + dim(W) (6.27)

Demonstragao:
Do corolério (ETH) segue que todo subespago de um espago vetorial real de dimensdo
finita terd também dimensao finita, em particular, temos que

dim(U), dim(W), dim(U N W), dim(U+ W) < dim(V) < cc.

Como m = dim(U N W) < oo existe um conjunto C = {vy,...,vn}, formado por vetores
de (V,+,-), que € uma base de U N'W.

Como estes vetores sdo L.i., e pertencem a U, pelo teorema (E24), existem w,...,u, € U
tais que A = {vi,...,Vm, us,...,u,} € uma base de U (estamos supondo que dim(U) = m+p).

Por outro lado, os vetores vy, ..., v, sdo lLi. e também pertencem a W e pelo mesmo teo-
rema (E24), é possivel encontrar wy,..., wqg € W de modo que B = {vi,...,Vm, Wi,...,Wq}

seja uma base de W (estamos supondo que dim(W) =m + q).
Com a notagdo acima, teremos

dim(UNW)=m, dim(U)=m+p e dim(W)=m+aq.

Sendo assim, a fim de mostrarmos a identidade (EZZ2), é necessario (e, na verdade, sufici-
ente) mostrar que
dim(U+W) =m+p+q.
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Para tanto, basta mostrarmos que o conjunto
D={wW,...,Up,Wiy..., Wq, Viy.vy Vi) (6.28)

€ uma base de U+ W.

Mostremos primeiramente que os vetores de D geram U + W.

Para isto, dado v € U 4+ W segue que existem u € U ew € W tais que v=u+ w.

Como u € U, e A base de U, segue que o vetor u uma combinagdo linear dos vetores
WUpyeo oy Upy Viy ooy Ve

De modo semelhante, como w € W, e BB base de W, segue que o vetor w é uma combinagao

linear dos vetores wiy, ..., Wq, Vi, ..., V.

Logo o vetor

v=u+w
serd uma combinacdo linear dos vetores iy, ..., Uy, Vi,..., Vin, Wi, ..., Wq,0UuS€ja, v € [W,...,Up,Vi,...
mostrando que
U+W=[u, ... Uy Viyeo oy Vingty ey Wel
Mostremos que o conjunto D é Li. em (V,+,-).
Suponha que os escalares o, - -, 0y, B1,-- -, Bgq, 01, - ,dm € R sdo tais que
U+ Uy Prwr e+ By Wy 0 v+ 0 v = O, (6.29)

gue pode ser reescrita como:
UBCX]'U]+“‘+0(p‘up+6]'V]‘I‘""l‘ém'\)m:—ﬁ]'W1—"'—Bq'Wq€W

Em particular temos que:

—Brwy = =By wg e UNW = [vy,...,vnl.
Consequentemente, existem escalares vyi,...,¥Ym € R tais que
—Br-wi == BgWg=v1- Vit +Vm o Vi,

ou, equivalentemente,
B1 - wy +“‘+Bq‘Wq+YI “Vi4 -+ VYm v = 0.
Como os vetores wy,...,Wq,Vi,...,V;, 830 Li. (pois formam uma base de W) segue-se
que
Vi= o =Ym=pr==Bg=0. (%)
Assim, a equagdo (EZ29) se reduz a
o up ooy Uy F 01 v+ O - v = 0.
Mas uy,...,Up,V1,...,Vy sdo Li. (pois formam uma base de U) logo segue-se que

De (*) e (**) segue que os vetores de (EZ28) sdo linearmente independentes, e portanto
vale a identidade (E2X7), completando a demonstragéo.

)
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Corolario 6.30 Seja U um subespaco vetorial de um espaco vetorial real (V,+,-) de
dimensao finita.
Se dim(U) = dim(V) entdo deveremos ter U = V.

Demonstracgao:

Suponhamos, por absurdo, que U # V (temos que U C V), isto é, existe um vetor u; € V
tal que u; ¢ U, em particular, u; # O (pois se fosse O estaria em U).

Definamos W = [u4].

Logo dim(W) = 1.

Como 1wy ¢ U temos que UNW = {0} e como dim(W) = 1, segue da proposigdo (EZ20)
que

dim(U + W) =dim(U) + dim(W) +dim(U N W)

_—
=1 =0

[dim(U)=dim

— dim(U) + 1 =42V Gim(V) + 1 > dim(V),

o que é um absurdo, pois U+ W é um subsepago vetorial de (V,+,-) logo, da observagio
(E12) item 1., segue que dim(U + W) < dim(V).
Portanto podemos concluir que U =V, como queriamos demonstrar.

Observagao 6.31 Notemos que se (V,+,-) um espago vetorial real de dimensdo finita,
U e W sdo subespagos vetoriais de (V,+,:) (como na proposi¢do (E=Z0)) e se além do
mais termos

V=U+W e dim(U)+dim(W) > dim(V)

entao
unw #£{0}

ou seja, a soma U+ W nao é uma soma direta.
De fato, se soma U+ W fosse uma soma direta deveriamos ter UNW ={0}.

Logo, pela proposicdo (EZB), teriamos

0 =dim(UNW) =dim(U) + dim(W) — dim(U + W)
=dim(U) + dim(W) —dim(V) > 0,

o que € um absurdo, logo a soma U+ W nao pode ser uma soma direta.
Temos os seguinte exemplos:
Exemplo 6.32 Consideremos U,W como no ezemplo (-Z1).

Encontrar bases e as dimensodes dos subespacos vetoriais U, W, UNW e U+ W do
espaco vetorial real (R*, +,-).



6.3. DIMENSAO DA SOMA DE SUBESPAGOS VETORIAIS 89

Resolucao:
Vimos no exemplo (EZ1) que

1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)]

[( ( (
:[(1 0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]
unw=1I(1,0,-1,0),(0,1,0,1)]
u+w=1(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)]

Verifiquemos a dependéncia ou independéncia linear de cada um dos conjuntos de vetores
acima:

Para U:

Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram U.

Se «, B,y € R sdo tais que

- (1>1>0>0)+B ) (031,1,0)+Y' (0>1>0>1) = (0>0>0>0)
isto serd equivalente a:

x=0

x+pf+vy=0
(OC>OC+B+‘Y)B)~Y):(O)O>O)O) — B—[; Y — O(:B:‘}/:O

y=0

Logo podemos conclui que os vetores (1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1) sdo lLi. e portanto
B ={(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)} serd uma base para U.

Portanto segue que dim(U) = 3.

Para W:

Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram W.

Se o, B,y € R sdo tais que

X - ”>O>O>”+B'(O)])O)”+’Y' (050)1,1) = (O)O)O)O)
isto serd equivalente a:

=20

=0
(OC)B?V)OC+B+Y):(O)O)O)O) <:> B O @ O(:B:‘Y:O_
‘y:

xt+P+y=0

Logo podemos conclui que os vetores (1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1) sdo li. e portanto
C ={(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)} serd uma base para W.

Portanto temos que dim(W) = 3.

ParaUNW':

Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram U N W.
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Se «, € R sdo tais que
X - (])O)_1>O)+B'(O)])O)]) = (O)O)O)O)

isto serd equiavelente a

x=0

B=0
(“)B)_“)B):(O>O>O>O) — 0 — a=p=0.

—x =

B=0

Logo podemos conclui que os vetores (1,0,—1,0),(0,1,0,1) sdo Li. e portanto D =
{((1,0,—1,0),(0,1,0,1)} serd uma base para UNW.

Portanto temos que dim(U NW) = 2.

Para U4 W

Pela proposicdo (EZd) temos

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(UNW) =3 + 3 — 2 = 4 = dim(R*).

Logo, pela proposigio (EZ=0) segue que U+ W = R*, logo podemos tomar a base canénica
de (R* +,-) com uma base para U + W.

Observagao 6.33 Como dim(UNW) =2 +#0 (logo UNW #{0}) seqgue R* = U + W mas
esta soma nao é uma soma direta.

Exemplo 6.34 Consideremos o espago vetorial real (Z;(R),+,:) (onde + e - sd@o as
operagbes usuats de F3(R)).
Sejam

U={pe Z[R): p(0)=p(1) =0t e W={qe F(R): q(-1) =0}

Encontrar bases e as dimensoes para os subsepacgos vetoriais U, W, UNW e U+ W
do espaco vetorial real (%;(R),+, ).

Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que U e W sdo subespacos vetoriais do
espago vetorial real (Z3(R), +, ).

Para U :

Sep e UC H5(R), devem existir a,, aj, a, a3 € R tais que

p(x) = ap + arx + axx* + azx’, x € R,

assim
r0)=a, € p(l)=ac+a1+a;+as. (x)
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Logo

x), @ =0 a, =0
preU< p0)=p(1)=0 & &
a,+ar+a;+az3=0 a; =—a; —as

3 2

= px) =—(m+ a)x+ ax’ + a3’ = a(x* —x) + a3(x* —x), x ER. (xx)

Definindo-se p1,p; € Z3(R) por

p1(x)£x2—x) € pz(x)ixs—x) XGR)

temos que py,p2 € U (pois p1(0) =pi1(1) =0 e p2(0) =p2(1) =0).
Logo de (**) temos que
U = [py,pal.
Além disso os vetores p;,p; sdo Li. (pois teém graus diferentes, verifique!), logo B =
{p1,p2} € uma base de U, em particular, dim(U) = 2.
Para W :
Se g € W C H5(R), devem existir a,, aj, a, a; € R tais que

q(x) = a, + a;x + ax? + azx’, x eR,

assim
g =a+ar-(-N+a- (-1 +a;- (1P =a,—ar+a—as. (%)

Logo

qeW & q(-1)=0 & G- +a—a3=0= a3=—a,+a; —a

= q(x) = a0+ a;x + ax* + (—a, + a; — az)x’
=ao(1 =)+ ar(x +x) + aa(x* =x%), x€R. (%%

Definindo-se q1, 42, q3 € ;(R) por

3

Gx)=1=% e qx)=x+x°, q3x) =x"—x°

x € R,

temos que g1, q2,q3 € W (pois q1(—1) = q2(—1) = q3(—1) =0).
Logo de (**) temos que
W = [q1, q2, q3].
Além disso os vetores q1, 2, q3 sdo L.i. (verifique!), logo C ={q1, qz, g3} € uma base de W,
em particular, dim(W) = 3.
Para UNW:
Sep e UNW C Z(R), devem existir a,, a;, az, a3 € R tais que

2
p(x) = ao + arx + axx? + azx’, x € R,
assim, como vimos anteriormente:

p(0)=a,, pPl)=a+a+a+a; e p(-1)=a,—ar+a,—a;z. (*)
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Logo

a, =0
[Exercicio] | Qo = a; =0
peUnNW &= Sa,+a1+a+a3=0 = { ° ?

az; = —aq
a,—a;+a—a3=0

= px)=a;(x—%x%), x€eER. (¥x)

Definindo-se r € Z3(R) por

temos que r € W (pois r(0) = r(1) =r(—1) =0).
Logo de (**) temos que
unw =[rl.

Além disso os vetores r # O € Z3(R) logo é 1.i., assim D = {r} € uma base de UNW, em
particular, dim(UNW) =1.

Para U4+ W':

Da proposigdo (EZ28) temos

dim(U+ W) =dim(U) + dim(W) —dim(UNW) =2+ 3 —1 =4 =dim(%;(R)).

Logo da proposigdo (E30) segue que U+ W = Z;(R) e assim podemos tomar como base
os polindmios s,, s1, 2,53 € Z3(R), dados por
X)) =1, si(x) =%, s(x) =%, s3(x) =%, x€R,

como base para U + W.

Observagao 6.35 Como dim(UNW) =1+#0 (logo UNW #{0}) segue Z3(R) = U+ W
mas esta soma nao € uma soma direta.

6.4 Coordenadas

Sejam (V,+, ) um espaco vetorial finitamente gerado e B = {uy,...,u,} uma base de (V, +, -).
Como B é uma base de (V,+, ), todo vetor de u € V se escreve como combinagdo linear
dos elementos de B, isto é, existem escalares «;,...,x, € R, tais que

o1 U+ G s U

Fixada a base B, pela proposi¢cdo (EZZI), os escalares a,...,x, € R sdo unicamente
determinados pelo vetor wu.
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Defini¢ao 6.36 Os coeficientes oy, -+ , &, € R obtidos (de modo tnico) actma, serdo
denominados coordenadas do vetor u em relagao a base B do espago vetorial real (V,+,-).
Denotaremos por [ulg (ou por ug) a matriz de M, ,1(R) definida por

x4
[u] B= )
Xn

que serd denominada matriz das coordenadas do vetor u em relagdo a base B do espago
vetorial real (V,+,-).

Com isto temos o:

Exemplo 6.37 Mostre que B ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} € uma base do espago vetorial
real (R% +,-) (onde + e - sGo as operagbes usuais de R?).

Encontre as coordenadas do vetor u = (1,2,0) € R® em relacdo a base B e a matriz
das coordenadas do vetor u (isto €, [ulz) em relagao a base B.

Resolugao:
Sabemos que dimR® = 3.
Logo, para verificar B é uma base de (R?, +, -), basta verificar se eles sdo 1.i. em (R3, +,-).
Utilizando o exemplo (EZ7) vemos que estes vetores sdo de fato L.i. pois

1oo\
det [ 11 o B 20,

T 11

logo B ser4 uma base de (R3, +,-).
Para encontrarmos as coordenadas do vetor u em relagdo a base B, vale observar que
precisaremos encontrar escalares «, 3,y € R tais que

(1>2>O) =X (1>1>])+B (0)1>1)+Y' (O>O>1) = (OC>O‘+ B)OC+B+Y)

que é equivalente ao sistema

x=1
x+p=2
x+p+vy=0

cuja (Gnica) solugdo seréd (verifique!)
x=1, p=1 yv=-2

ou seja, estas serdo as coordenadas do vetor u em relacdo a base B.
Desse modo, a matriz das coordenadas do vetor u = (1,2,0) em relagdo a base B sera
dada por:

ulp=1| 1
-2

Temos também o:
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Exemplo 6.38 Mostre que os polinémios po,p1,P2 € % (R) dados por

po(x)£1) p1(X)£X, pZ(X) iXZ_X> x€R

formam uma base, que denotaremos por B, do espago vetorial real (#5(R),+,-) (ondo
+ e - sao as operagdes usuars de Z;(R).
Encontre as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor p € #(R), onde

px) =14+x+x} x€eR

com relagdo a base B.
Encontre também as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor p acima em
relagdo a base C ={q,, q1, q2}, onde

Resolucgao:

Para verificar que B é uma base de (Z%,(R), +, -) basta mostrar que todo vetor q € % (R)
se escreve de maneira Ginica como combinagdo linear dos vetores de B.

Como q € #(R) existem a,, aj, a; € R tais que

q(x) = a, +a;x +ax?, xeR. (%)
Logo basta mostrar que existem {nicos «, 3,y € R tais que

q=opot P -Pr+v P2 & q(x)=apo(x)+ ppi(x) +vpa(x), x€R
& ao—l—apc—l—azxz:oc+[5x+v(x2—x), xeR
S aotax+ax =0+ (B—vx+yx, xeR

A identidade acima é equivalente ao sistema linear

que possui uma Unica solugao dada por
X=0o B=ar+ayvy=0a ()

(verifique!), mostrando que B é uma base de (Z;(R), +, ).

Os escalares obtidos em (**) serdo as coordenadas do vetor q € #%;(R) em relagdo a base
B.

Logo a matriz das coordenadas do vetor p € &,(R) dado por

p(x) =T+x+x* x€R
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com relagdo & base B serd dada por (fazer a, = 1,a; =1e a; =1 em (*¥))

1
(ulg= |2
1

Note que com relagdo a base C temos que

_ 2 _ 2
Px)=T+x+x _1'\1/+1'\X/+1'~l(/
=qo(x) =q1(x) =q2(x)
:J/.qo(x)+\1/.q1(x)+\1/.q2(x), x €ER
= =B =y
assim

serdo as coordenadas do vetor p € &;(R) em relagdo a base C.
Logo a matriz das coorrdenadas do vetor p € &,(R) dado por

px) =T+x+x* x€eR

com relagdo a base C serd dada por

[ule = | 1
1

Observagao 6.39 Observemos que nmo exemplo acima as base B e C sao distintas e as
matrizes das coordenadas do vetor p em relagdo a cada uma das bases também sao
diferentes.

Conclusao: eziste, pelo menos, duas maneiras diferentes de se obter o vetor p em
termos de combinacgdes lineares de elementos de base distintas do espaco vetorial em
questao.

Para finalizar temos os seguintes resultados:

Proposigao 6.40 Sejam (U, +,-) espago vetorial real finitamente gerado, B = {uy,--- ,u,}
base de U eu,ve U e A eR.
Entao

(u+vlg = [ulp+ Vs

e
A -uls = Alulg.
Prova:
Como B é base de U e u, v € U,segue que existem tinicos escalares «;,--- , &n, B1,- -+, Pn €
R tais que

u:a].u]+...+%.un
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e
v=031w 4+ B Une
Com isto temos que
utv=Ilog w+- -+ om-u+Br-w+ 4 B wal
=(o+B1) - w+-+ (xn+Bn) Un
e
Auw=Aog w4+ g Uyl
=Ao1) w4+ -+ (Axn) - uy
Com isto temos que
o B 1+ By A
ulg=| : ehlp=1| | utvlz= : e A-ulp=| :
(Xn [3n (Xn"'[?)n }\(Xn
Portanto
o + B o B
[u+vlg = : = |+ |=Ms+DM5s
O + Bn On Bn
e
?\O(] X1
A-ulg= : =AMA-ulg=| : | =Aulg,
Aoy Oon

completando a demonstragao.
|

Proposigao 6.41 Sejam (U, +,-), (M.x1(R),+, ) espagos vetoriais reais (onde em M, 1 (R),

+ e - sdo as operagdes usuais) com dim(U) =n, B ={wy, - ,u,} base de U evy,--- , v, €
u.

O congunto {vi,---,vm} € L.1. em U se, e somente se, {[vilg, -, [vmls} € L. em
Mnx](R)'
Prova:

Como B é base de U e v; € U, j = 1,---,m, segue que existem unicos escalares
®Kpjy -0 Onj, € R tals que

Vj:a1j'u1+"'+0(41j'u¢1>

isto é,
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Logo {vi,--- ,vin} é L.i. em U se, e somente se,
Bi-vi+-+Bm-vn=0 implicar By=---=Bn=0,

que é equivalente a

[B]'V1+"'—|—Bm'vm]3: [O]B implicar B] :--~:Bm:O,
~ : ~ —~—
[prop4:a<:1maJI3] W1lg+-+Bmvmls =0eMp «1(R)
que, por sua vez, é equivalente a
Bivilg+ -+ Bmlvmls =0 implicar Py =---=p, =0,
que é o mesmo que dizer que o conjunto {[v]z, -, [vnls} é L.i. em M, ;(R), completando a
demonstracgao.
|
Como consequéncai temos o
Corolario 6.42 Sejam (U, +,-) espago vetorial realfinitamente gerado, B = {uy,--- ,u,}
base de U e vy, --- ,v, € U.
O conjunto C ={vi,---,v,} € base de U se, e somente se,
det [vilz-- - [vals] # 0
Prova:
Da proposigdo acima temos que O conjunto {vi,---,v,} € 1Li. em U se, e somente se,
{vilgy -+, [vnlg} € Li. em M, (RR), ou equivalentemente,
Bivils+ -+ PBmlvmls = O implicar By =---=p, =0,

Utilizando a notacdo da demonstragdao da proposigao acima segue que o lado esquerdo da
identidade acima torna-ser-a

1 o2 Xin 0
Bil ¢+ | +B2] ¢ | +-+Ba] =] implicar ;= ---=fn =0,
Xni X2 Knn 0
X1 X2 s &\ (B
Kn1 Kn2 Knn Bn
isto é,
X171 X2 o Kn B1 0
) =|: implicar By =--- =B =0,

Xn1 Kn2 v Knn Bn 0



98 CAPITULO 6. BASE, DIMENSAO E COORDENADAS

X1 X2z oo Kn
que pelo Apéndice I e II, é equiavelente a matriz : : : ser uma matriz
Kn1 &n2 -+ &npn
inversivel, ou seja,
X1 K2 ot Kin
det [[vi]z - - - [valg] = det : : : # 0,
Kn1 Xn2 Knn

completando a demonstragao.

6.5 Exercicios



Capitulo 7

Mudanca de Base

7.1 Introducao, Exemplos e Propriedades

Como vimos no exemplo (E328) a matriz das coordenadas de um vetor de um espago vetorial
real podem variar quando se consideram bases distintas do espago vetorial real em questao.

O que passaremos a estudar agora é como esta mudanga ocorre, ou seja, como é possivel
encontrar a matriz das coordenadas de um vetor em relacdo a uma base conhendo-se sua a
matriz das coordenadas em relagdo a uma outra base do mesmo espago vetorial real.

Para isto seja (V,+, ) um espago vetorial real finitamente gerado.

Consideremos B = {by,...,b,} e C ={c1y,...,c} bases de (V,+,-).

Como B é uma base de (V,+, ), podemos escrever cada um dos vetores da base C como
combinagdo linear dos vetores da base B, isto &, existem escalares oy € R, 1 < 1,j < n tais

que
Ci = On 'b1+"'+06n] ~bn
Ch = (Xr]n'b1 +"'+O(nn'bn-
Desta forma, a matriz das coordenadas dos vetores da base C (isto é, dos vetores ¢y,...,cp)

em relacdo a base B serdo, respectivamente,

X171 Xin
[cilg = : y oo lenlg =

Xni Knn

Com estas informagdes sobre as coordenadas dos vetores da base C em relagdo a base B
podemos construir a seguinte matriz quadrada de ordem n:

X1 o X
)
Kn1 +r Knn
cujas colunas sdo formadas pelas coordenas dos vetores cy,...,c, com relagdo a base B.

Com isto temos a:

99
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Definicao 7.1 A matriz actma serd denominada de matriz mudanga de base, da base BB para a base C
e denotada por Mpc (ou por M§) , ou seja,

X1 Kn
Mpe =
Kn1 - Knpn
Observacao 7.2 Para obter a matriz de mudanca de base, da base B para a base C,
precisamos escrever os vetores da base C como combinacdo linear dos vetores da base

B e com os respectivos coefictentes construimos as colunas da matriz de mudanga de
base procurada.

Antes de encontrarmos uma relagao que existe entre a matriz My e as coordenadas de
um dado vetor com relagdo as bases B e C, vejamos como podemos encontrar a matriz de
mudanga de base no seguinte exemplo:

Exemplo 7.3 Seja (R3,+,-) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais de
R3).
Consideremos as bases

B={(1,0,1),(1,1,1)(1,1,2)} e C={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

de (RE)) +) ')o
Encontre a matriz de mudanga da base B para a base C (isto €, Mpc).

Resolugao:

Sabemos que C é uma base de (R3, +,-) (é a base canénica de (R3,+,)).

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que B também é uma base de
(R3> + )

Para encontrar a matriz de mudanga da base B para a base C precisamos escrever os
vetores da base C como combinacgdo linear dos vetores da base B, isto é, precisamos encontrar
escalares oy; € R, 1 <1i,j < 3 tais que:

Precisamos resolver

(1,0,0) = oy1 - (1,0, 1) + 0ta1 - (1,1, 1) + 31 - (1,1, 2)

= (ot1, 0y ot11) + (021, 021y 021)) + (31, 031, 20¢31)
(0,1,0) = oz - (1,0,1) + oz - (1,1,1) + 32 - (1, 1,2)

= (ot12, 0y t12) + (022, 22, 22) + (0325 X32, 20X32)
(0,0,1) = o3 - (1,0,1) + a3 - (1,1, 1) + o33 - (1, 1,2)

= (ou3, 0, 0t13) + (023, 023, X23) + (X33, X33, 2033)
ou, equivalentemente:

(1,0,0) = (o1 + 21 + &31, X1 + 0631, 011 + X1 + 2031) (1)
(0,1,0) = (ot12 + otz + 32, X2 + X3, 012 + 0022 + 20¢37) (2)

(0,0,1) = (ot13 + 23 + &33, X3 + 033, 013 + X3 + 20t33). (3)
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Um momento de reflexdo nos poupard um pouco de trabalho neste ponto.
Notemos que (1), (2) ou (3) representa um sistema de trés equagdes com trés incoégnitas
111
e que a matriz associada a cada um destas é a mesma, a saber, a matriz |0 1 1
11 2
O que muda em cada um dos sistemas lineares associados a (1), (2) ou (3) s&o os nomes
das variaveis, além do segundo membro em questao.
Utilizando-se como variaveis x,,y,z € R basta resolvermos o seguinte a equagao matricial

11
0 1
11

N — =

N« X
Il

o o Q9

onde a, b, c € R serdo escolhidos de acordo com o segundos membros de (1), (2) ou (3) acima.

Utilizando-se escalonamento de matrizes (ver os Apéndices I e II) podemos verificar que
a equagdo matricial acima é equivalente a seguinte equagdo matricial (cuja matriz esta na
forma escalonada reduzida por linhas, ver os Apéndices I e II):

1T 1 1 X a
0 1 1 y| = b
0 0 1 z c—a

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que a Ginica solugdo desta equagao ma-
tricial é dada por

x=a—b, y=a+b—c e z=c—a. (%)

Assim para encontrar uma (tinica) solugdo do sistema (1) basta tomarmos (a,b,c) =
(1,0,0) e, por (*), obter

OC]]Z(I—b:]—O:], 0621:(1—|—b—C:]—|—O—0:] € 0631:(2—(1:0—]:—],

ou seja,
(oan, 021, 031) = (1,1, —1). (4)
Para encontrar uma (finica) solugdo do sistema (2) basta tomarmos (a, b,c) = (0,1,0) e,
por (*), obter
OC]ZZ(I—b:O—] :—1, OCZZZG—I—b—C:O—F] —0=1 e OngZC—(lZO—O:O,
ou seja,
(012, 022, 32) = (—1,1,0). (5)
Finalmente, para encontrar uma (tnica) solugdo do sistema (3) basta tomarmos (a, b, c) =

(0,0,1) e, por (*), obter

oqg,:a—b:O—O:O, 0623:(1—|—b—C:O—|—O—]:—] € 0633:C—(l:]—021,
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ou seja,
(o135 23y &33) = (0, —1,1). (6)

Desta forma, de (4), (5) e (6), obtemos que a matriz de mudanga da base 53 para a base
C sera dada por:

Mpe=| 1 1 -1
-1 0 1

Temos também o

Exemplo 7.4 Com as notagdes do exemplo acima, encontre a matriz de mudan¢a da
base C para a base B (isto €, Mcg).

Resolugao:

Para encontrar a matriz de mudanga da base C para a base B precisamos escrever os
vetores da base B como combinacgdo linear dos vetores da base C, isto é, precisamos encontrar
escalares oy; € R, 1 <1i,j < 3 tais que:

(1,0,1) = otyy - (1,0,0) + 21 - (0,1,0) + 031 - (0,0, 1)
(1,1,1) =02+ (1,0,0) + 2 - (0,1,0) + o3, - (0,0, 1)
(1>1>2) = 13 (1,0,0)+0(23-(0,1,0)+0(33~ (0,0,0)

que é uma tarefa simples ja que:

”)O>1) =1 (1>O>O)+O (O>1>O)+1 : (O)O)”
(L,1,1)=1-(1,0,0)+1-(0,1,0) +1-(0,0,1)
(1,1,2) = 1-(1,0,0) +1-(0,1,0) + 2 - (0,0, 0).

Portanto a matriz de mudanga da base C para a base B serd dada por:

1
1

—_— )
N =t

Observagao 7.5 Nos dois exzemplos acima vale observarmos que
—1
Deizaremos a verificacdo deste fato como ezericio para o leitor.

Vejamos agora como as matrizes das coordenadas de um vetor se relacionam com respeito
a duas bases de um mesmos espago vetorial real de dimensao finita.

Sejam B = {by,...,b,} e C = {cy,...,Cn} bases de um espago vetorial real (V,+,-) de
dimensao finita .
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Dado um vetor v € V sejam

as matrizes das coordenadas do vetor v em relagdo as bases B e C, respectivamente.
Se Mpc = (o) denota a matriz de mudanga da base B para base C, entdo como

Cj:Z“ijbiy j:],...,n, (*)
i=1

de (1) e (2), obtemos

D xibi 2y 2 PR = Y <Z %’bi> = (Z %’Uj) bi  (xx)
i=1 j=1 j=1 i=1

i=1 \j=1

onde na ultima igualdade trocamos a ordem dos somatérios.

Como os vetores by, ..., by sdo L.i., segue-se que o vetor v pode ser representado, de modo
Gnico, como combinagao linear destes vetores.
Portanto (**) implicara que

n
Xi = E XijYj, 121,,TL
j=1

Porém, estas n equagdes podem ser escritas na seguinte férmula matricial (veja os Apén-
dices I e II):

X1 X2 o Xn Y1 X1

Xn1 Xn2 Knn Yn Xn
ou ainda como:

Mac Ve = V.

Com isto acabamos de demonstrar a:

Proposicao 7.6 Sejam B e C bases de um espaco vetorial real (V,4+,-) de dimensdo
finita.

Se [Vlg e [Vlc representam as matrizes das coordenadas de um dado vetor v € V
emrelagcdo as bases B e C, respectivamente e se Mpe € a matriz de mudanca de base da
base B para a base C entdo teremos a sequinte identidade

Vg = Mpc Vie.

Apliquemos o resultado acima a alguns exemplos.
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Exemplo 7.7 Seja (R?,+,-) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais de
R?).
Fizado 0 € R, considere os vetores

u; = (cos(0), sen(0)) e u; = (—sen(0),cos(0))

de (R?,+,).
Mostre que B = {u;,u,} € uma base de (R?, +,).
Encontre a matriz de mudanga da base B para a base C ={ey,e;}, onde

e1=(1,0) e e =(0,1).
Encontre a matriz das coordenadas do vetor
u=a-e +b-e
em relagcdo as bases B e C.

Resolucao:
Como a dimensdo de (R?, +,-) é dois, basta mostrarmos que os vetores de BB sdo l.i. em
(R2> + )
Para isto, sejam «, 3 € R escalares tais que
(0,0) = - (cos(0), sen(0)) + 3 - (—sen(0),cos(0))
= (xcos(0), xsen(0)) + (—R sen(0), 3 cos(0))
(occos(0) — B sen(0), xsen(0) + B cos(0)),

ou, equivalentemente, «, 3 € R sdo as solugdes do sistema linear
xcos(0) — B sen(0) =0
asen(0) 4+ Bcos(0) =0

Observemos que matriz dos coeficiente deste sistema, dada pela matriz:

A= cos(0) —sen(0)
~ |\ sen(0) cos(0)
tem determinante igual a 1 # 0.

Logo (ver Apéndice I e II) o sistema acima sé admite a solugdo trivial, isto &,
x=pf=0

é a tnica solugdo do sistema linear acima e assim os vetores u;,u, sdo Li. em (R?,+,-) e
portanto B é uma base de (R?, +, -).

A matriz de mudanga da base B para a base C (isto é, Mpc) serd dada pela matriz real
(), onde

(1,0) =41 - (cos(0), sen(0)) + a1 - (—sen(0),cos(0))
(0,1) =0tz - (cos(0), sen(0)) + oz, - (—sen(0),cos(0)),
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que é equivalente a

(1,0) = (o7 cos(0) — opy sen(0), oyq sen(0) + oy cos(0))
(0,1) = (o2c08(0) — 22 5en(0), 1, sen(0) + oy cos(0)),

que por sua vez pode ser colocada na forma da seguinte equagao matricial:
cos(0) —sen(0) o) [x
sen(0) cos(0) B/ \y)’
X L. 1 0
onde serd igual a e .
y 0 1

A
Como a matriz A é inversivel (pois det(A) = 1 # 0) segue que a (Unica) solugdo da
equagao matricial acima serd dada por

oo  [cos(0) —sen(0) - X | [Exercicio] [ cos(0)  sen(0) X
B) \sen(0) cos(0) Yy n —sen(0) cos(0) | \y
~ [xcos(0) +ysen(0)
B (y cos(0) —xsen(@)) ’ (7.8)

Fazendo (x,y) = (1,0) obteremos

(o1, &21) = (cos(0), —sen(6)).
Tomando-se (x,y) = (0, 1), teremos

(012, 22) = (sen(0), cos(0)).

Assim,

[ cos(6) sen(0)
Mc = (—sen(e) cos(G)) - ()

Agora, se [u]p representa a matriz das coordenadas do u = a-e; + b - e; com relagdo a
base B e [u]c a matriz das coordenadas do mesmo vetor com relagio & base C, pela proposigdo
(1) temos

) [ cos(B) sen(0) a acos(0) + bsen(0)
= M = = .
uls e [ule (—sen(@) cos(0) b bcos(0) — asen(0)
O resultado a seguir é extremamente util:

Proposicao 7.9 Sejam B, C e D bases de um espago vetorial (V,+,-) de dimensido finita.

Temos que
Mgp = Mpc.Mcep.
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Demonstragao:
Suponhamos que dim(V) =n e que B ={by,...,b.}, C ={c1,...,cn} e D ={dy,...,dn}.
Se
Mpe = (oi5), Mep = (By) e Mpp = (vy)

segue que
G=3 agby, (1) d=) Bucy () =) yubi (3)
= j=1 i1
Assim, de (1) e (2), teremos

(2) n n
dy = E ~ Cj = - E 45 by

(1)
=3 1 ayjby

i=1
n n
[Troque a ordem dos somatérios]
= E i ik | b,
j=1

i=1

como by,...,b, sdo Li., comparando com a expressdo (3), obteremos
n
Yik = E o Biks IT<i,k<n.
j=1

Observemos que o lado direito da expressdo acima representa o elemento da i-ésima linha
e da k-ésima coluna da matriz Mge.Mcp (ver Apéndice I e II).
Portanto, Mzp = Mpge.Mep, como queriamos demonstrar.
|
Como consequéncia da proposigao acima podemos estender o que ocorreu na observagao
(3), mais precisamente:

Proposicao 7.10 Sejam B, C e D bases de um espago vetorial (V,+,-) de dimensiGo
finita.

Entdo a matriz de mudancga da base B para a base C (isto é, Mpc) € uma matriz
1nversivel e a sua matriz inversa € dada pela matriz de mudanga da base C para a base
B (isto €, Mcg), ou seja,

MEZ; = Mpc.

Demonstracao:
Pela proposigao anterior temos

Mpp = Mpe.Mcg € Mcee = Mep.Mpe.

Logo, basta mostrarmos que

Mg = Mee = 1, = (8y),
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onde

R sei=j
byj = .
0 caso contrario,
(ou seja, I, é a matriz identidade de ordem n).

Mostremos que Mg = I.
Se B ={w,...,un} e Mpp = (o) entdo deveremos ter:

n
uj:E aug, j=1,...,n.
i=1

Como os vetores uy,...,u, sdo lLi., para cada j = 1,...,n, a tGnica solugdo de cada uma
destas equagdes serd dada por

1 sei=]
Xij = L
0 caso contréario,

ou seja,
ocijzéib Lj=1,--,m,

completando a demonstragao.

Aplique as idéias acima para resolver o:

Exercicio 7.11 Utilize a proposi¢Go actma para refazer o ezercicio ([74).

7.2 Exerciclos
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Capitulo 8

Exercicios Resolvidos

Neste capitulo apresentamos alguns de exercicios resolvidos relacionados com os conceitos
apresentados nos capitulos anteriores.

Exemplo 8.1 Seja V ={(x,y,z,w) € R*: y=x, z=n?.
Verifique se (V,+,-) € um espago vetorial real onde (+ e - sGo as operagbes usuais
de R*).

Resolugao:
Observemos que

(0,0,1,1) eV mas —1-(0,0,1,1)=(0,0,—1,—1) & V.
Assim, (V,+,-) nao é um espago vetorial real.

Exemplo 8.2 Sejam A € M,(R) uma matriz quadrada de ordem n fizada e W ={X €
Mix1(R): A X =0}, onde O € M «1(R) denota a matriz coluna identicamente nula.

Verifique se (W, +,-) € um subespaco vetorial real do espaco vetorial (M, x1(R),+, )
(onde + e - sd@o as operagdes usuais de M, 1 (R)).

Resolucgao:
Observemos que W C M, 1(R).

1. Seja O = (0) a matriz coluna n x 1 nula.

Como A.O = O, temos que O € W.

2. Se X, Y € W e A € R, entdo, pelas propriedades de soma e de multiplicagdo por escalar
usuais entre as matrizes e, também, pelas propriedades do produto entre matrizes,

temos
AX+AY)=AX+A AN Y)=AX+AAY=0+A.0=0.

Portanto X +A-Y e W.
Com isto podemos afimar que W é um subespago vetorial do espago vetorial real (M, 1 (R), -+, -).

109
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Exemplo 8.3 Consideremos o espago vetorial real (#;(R),+,-) (onde + e - sGo as ope-
ragdes usuais de Z;(R)).

Encontre o subespago vetorial do espago vetorial real (#5(R),+,-) gerado pelo con-
gunto S ={p,q,1,s} C Z;(R) onde

pt) =1, q(t)=t, 7v(t)=t> s(s)=1+t, teR.

Resolucao:
Observemos que
B=E+1)—T=s(t)—pt) teR. (%

Logo, dado u € Z;(R) existem escalares a,, a;, az, a; € R tais que
u(t) = ap + art+ axt’ + azt’, teR.
Mas

W) = a0+ art + a2 + a5t 2 a4y + ot + apt? + as[(B+1) — 1]
= (o — a3) + art + apt* + az(t* + 1)
=(a, —a3)p(t) + a1 q(t) + azr(t) + azs(t), teR,

ou, equivalentemente:
u=(a,—a)-pta-q+a-r+asz-s,

ou seja, u € H3(RR) pode ser obtido como combinagdo linear dos vetores de S, isto é, u € [S].
Portanto Z2;(R) = [S].

Exemplo 8.4 Encontre o subespaco vetorial do espago vetorial (M;(R),+,:) (onde + e
- s@o as operagdes usuats de M;(R)) gerado por

={(53)(53))

Temos que A € [S] se, e somente se, existem «, f € R tais que

vee(R0) (26 (58);

ou seja, A € [S] se, e somente se, os elementos da diagonal principal de A sdo nulos, ou seja,
[S] é o subespago vetorial de (M;(R),+,-) formado por todas as matrizes que tem zero na
diagonal principal.

Resolugao:

O
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Exemplo 8.5 Encontre um conjunto finito de geradores para o subespaco vetorial
W ={ue M3 (R): Au=0}

do espago vetorial real (M3yx1(R),+,:) (onde + e - sGo as operagbes usuars de Msy1(R))
onde

b

I
- N O
—_— o
~ © O

Resolugao:
Observemos que

o 010 o 0
u=[p|leW |2 1 0 Bl1=10
Y 11 4 Y 0
11 4 o 0 1 1 4 x 0
|2 10 Bl=10l&< |0 —1 —4 Bl1=10
010 Y 0 0 1 0 Y 0
11 4 o 0 11 4 104 0
— |0 1 4 Bl=|0l< 1|01 4 Bl1=10
010 Y 0 0 0 4 2% 0
1 1 4 o 0
&~ |0 1 4 Bl=10] <= a=p=y=0.
0 0 1 Y 0
Portanto
0
W = 0
0

Exemplo 8.6 Encontre um conjunto finito de geradores para o susbepaco vetorial
W ={u € Myy;(R) : Au =0}

do espago vetorial real (Myx1(R),+,-) (onde +, - sGo as operagbes usuats de Myyx;(R)),
onde

1T =10
1
1
1

S W N —
—
w o =
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Resolucao:
Observemos que

CAPITULO 8. EXERCICIOS RESOLVIDOS

o 1T 1 -1 0 o 0
. B 2 0 1T 1 &} B 0
u= v eW 31 0 1 v~ o
) 0 —2 3 1 ) 0
1T 1 -1 0 o 0
— 0 -2 3 1 B _ 0
0 —2 3 1 Y o
0 —2 3 1 ) 0
1 1 -1 0 o 0
— 0 —2 3 1 B B 0
0 0 0 0 Y —lo
0 0 0 0 ) 0
1T 1 -1 0 o 0
o1 =3/2 —-1/2 B _ 0
= 0 0 0 0 Y 1o
00 0 0 ) 0
10 1/2 1/2 o 0
o1 -3/2 —1/2 B B 0
A 00 0 0 2% —lo
0 0 0 0 ) 0
x=—y/2—-5/2
— Y/ /
B=3y/2+8/2
isto é,
—y/2—5/2 —-1/2 —1/2
_ 3v/2+08/2 _ 3/2 s 1/2 ) 5,y €R.
2% 1 0
) 0 1
Portanto:
—1/2 —1/2
3/2 1/2
W= 1 ’ 0
0 1
]
Exemplo 8.7 Encontre uma base do subespago vetorial
u = [(])O)”> “)2)0)3 (O>2»_])]

do espago vetorial real (R, +,-) (onde + e

- sdo as operagbes usuais de R?).
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Resolucao:
Primeiro Modo:

Observemos que (x,y,z) € U se, e somente se, existem «, 3,y € R tais que
x- ”>O>1) + B : (1)2)0) +v- (052)_1) = (X,y,l),

ou seja, (x,y,z) € U se, e somente se, a equagdo matricial abaixo admite solucdo

11 0 (04 X 1T 1 0 x X
02 2 Bl=|y|l&= 1|0 2 2 B | = y
10 —1 2% z 0o -1 -1 2% zZ—X
1T 1 0 x X
|0 1 1 Bl=1v/2
0o -1 -1 2% z—X
110 x
|10 1 1 B y/Z
000 Y z—x+y/2
10 —1 o4 x—y/2
|0 1 1 B | = y/2
00 0 Y z—x+y/2

e esta equagdo matricial possui solugdo, que serd dada por

OCZY+X_U/2) B:_Y+U/Z>V€R> Z:X_y/2°

Dessa forma,
(X,U,Z) = (Y+X_y/2) : ”>O>1)+(_Y+U/2) : (1)2)0)+Y' (O>2>_1) =

= (X,y,X—y/Z) =X (13031) +y- (031)_1/2)
€ como
(],O,]),(O,],—]/Z) (88)

sdo l.i., segue-se que formam uma base de U.
Segundo Modo:
Notemos que os vetores (1,0,1) e (1,2,0) sdo l.i. e pertencem a U.
Vejamos se estes vetores juntamente com (0,2,—1) sdo l.d. ou li. .
Para isto consideremos:

- (1,0,1)+B-(1,2,0) +v-(0,2,—1) = (0,0,0)
— (x+B,2f + 2y, x—7v) = (0,0,0)
x+p=0
S B+ yYy=0 =S a=—Pp =Y,
x—y=0
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ou seja, os vetores
(])0)])’“32)0)>(O>2>_1)

sao l.d..
Portanto, da proposigdo (E20), segue que

(1,0,1),(1,2,0)

formam uma base de U.
Embora as bases (E3) e (EX) ndo coincidam, ambas estdo corretas.
Basta observar que
(1,2,0) = (1,0,1) +2(0,1,—1/2).

Exemplo 8.10 Dados os subespagos vetoriais

U={AeM;[R):A'=A} e Wz[(é 1)]

(8.9)

do espacgo vetorial real (M;(R),+,-) (onde + e - sdo as operagdes usuais de M;(R)),
encontre uma base dos subespacos vetoriais U, W, UNW e U+ W, no caso em que nao

se reduzam a {0}.

Resolucgao:
De U :
Observemos que

.[a b)
A= d
C
AcW e A=A! £:> (a b):(“ C)(:)a:b.

c d

Portanto, A € U se, e somente se,

a b 10 01 00
(8 (b ) ) ea (09). anacn

Observemos também que as

000 e)(0)

sdo L.i. (veifique!).

(8.11)

Portanto, as trés matrizes acima sdo 1.i. e geram U, ou seja, formam uma base do subse-

paco vetorial U, em particular, temos dim(U) = 3.
De W .
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Como a matriz

11
0 1
gera W e é ndo nula, ela serve como base de W, em particular, temos dim(W) = 1.
De UNW:
t . A A
AcUNWE A=A eexiste A € R tal que A = .

GA-(2) -0

mostranod que A = 0, ou seja, A = O. Desse modo, UNW = {0}, em particular, dim(UNW) =
0.

Logo

De U+ W:
Temos
dim(U+ W) =dim(U) + dim(W) —dim(U N W) =4 = dim(M,(R).

Portanto, U+ W = M,(R) (na verdade a soma é direta, pois dim(U N W) = 0) e assim
uma base pode ser a base candnica de M;(R), isto é, dada por

o6} G )00 63)

Exemplo 8.12 Sejam U = {p € Z(R) : p'(t) = O,Vt € R}, W = {p € Z(R) : p(0) =
p(1) = 0} subespagos vetoriais do espago vetorial real (#;(R),+,-) (onde + e - sdo as
operagbes usuats de (F;(R)).

Encontre bases para os subespagos vetoriais U, W, UNW e U+ W, no caso em que
nao se reduzam a {0}.

O

Resolucgao:
Para U :
Observemos que p € & (R) entdo existem a,, a;, a; € R tais que

p(t) = ao + a1t + axt?, teER,

assim
p'(t) =a; +2a,t, teR.

Logo

peld & pt)=0,teR & a1 +2aq,t=0,teR & a;=a, =0,
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Logo, p € U se, e somente se, p(t) = a,, t € R, para a, € R.
Se considerarmos p,(t) = 1, t € R entdo, p, € U e além disso, p € U se, e somente se,

P = &-Po, para & € R, ou seja, U = [p,], e como p, # O, segue que {p,} serd uma base de
U, em particular, dim(U) = 1.
Para W'

Observemos que se

pe W [p(t):aoJragaztz, teR] {ao = ‘p(O) =0

aG+a+a=p(1)=0
=0 &= L) — it — @t = @i (t — t3), t € R,
Logo se considerarmos p;(t) =t —t%, t € R entdo p; € W e p € W se, e somente se,
p(t) =ai(t—t) =aips(t), teR,

ou seja, W = [p;] e como p; # 0 segue que {p;} e uma base de W, em particular, dim(W) = 1.

Para UNW':

Dos itens acima temos que p € UNW = [p,] N [p1] se, e somente se, existem A, u € R tais
que

ApPo=p=H-P <:>7\:[,L(t—t2), teR.

Logo A = uw =0, ou seja, deveremos ter p =0 € Z(R).

Assim, U NW = {0}, em particular, dim(U N W) =0.

Para U4+ W':

Como

dim(U+ W) =dim(U) +dim(W) —dim(UNW)=1+1-0=2
— Ty T %

e como a soma U+ W é uma soma direta (pois dim(U N W) = 0), podemos tomar {p,,p1}
como base de U + W.

O

Exemplo 8.13 Seja (V,+,-) um espago vetorial real .
Sejam B e C bases do espacgo vetorial real (V,+,-), formadas pelos vetores e;, ez, e;3 €
g1, 92, g3, respectivamente, relactonados da seguinte forma:

gi=e +e —e;3
g2 = 2e; + 3e3 (%)
g3 = 3e; + €3

1. Determine as matrizes de mudanca da base B para a base C, isto €, Mpe, e da
base C para a base B, isto €, Mcp.

2. Se as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor v em relagcdo a base B, isto
1

€, [Vlg, sdo dadas por | 3 | encontre as coordenadas e a matriz das coordeanadas
2

do vetor v em relagdo a base C, isto €, [Vc.
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3. Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagdo a base C, isto €, [Vlc, € dada

2

por 3 encontre a matriz das coordenadas do vetor v em relagdo a base B,
—1

isto €, [V]g.

Resolugao:

1. De (*) temos

1 0 3
Mge=| 1 2 0
-1 31
Como Mg = (M,@c)_1 , Passemos a encontrar a inversa da matriz Mpe (ver Apéndice I
e II):
1 03 :100 10 3 1 00
1 20:010]~102 -3:-110
-1 31 :001 0 3 4 1 01
10 3 1 00 10 3 1 0 0
o b roft{o o
3 4 1 0 1 00 177 g —% 1
10 3 5 1 0 0 1o0:! & 2 -—£
~lo1r =3 1 10|~ 1o: -4t 4 2
00 1 2 -2 2 00 1 2 -2 2
Portanto,
2 2 _6
717 17
Mes=| - %
5 _3 2
17 717
2. Como [vl¢ = M¢g.[v]s, temos:
e = _Sﬁ ﬁs 12—7 3[=11
7o 1) \? 0
3. Como [v]z = Mpc[vle,
1 03 2 —1
Mg=11 2 0 3 1=1]8
-1 3 1 —1 6
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Exemplo 8.14 Considere o sequinte subespago do espago vetorial real (M;(R), +,-) (onde
+ e - sao as operagdes usuais de M;(R)):

Wz{(z Ei) EMZ(R);x—y—ZZO}.

1. Mostre que o conjunto B formando pelas matrizes

Al (10 L f(oo0

e o conjunto C formado pelas matrizes

(10 {0 = (oo

sao bases do subespago vetorial W.

2. Encontre as matrizes de mudanga de base da base B para a base C (isto €, Mpc)
e da base C para a base B (isto €, Mcp).

3. Encontre uma base D do subespago vetorial W, tal que a matriz

1
P=| o
0

w o =
— N O

seja a matriz de mudanca da base D para a base B (isto €, P = Mpg).
Resolucao:
1. Observemos que

AEW(E)Az(’Zc i’) eW&x=y+z

Assim, A € W se, e somente se,

_(y+tz y) _ [T ] (1 0 (00
A—( , t)—y <O O>+z (] 0 +1t 0 1) y,z,t € R.
1 1 10 00
Logow_[(o o>’<1 0)’(0 1>]‘

1 10 00
0 0/°\1 0/)’\0 1
rdo uma base de W, em particualr dim(W) = 3.

Como as matrizes < sdo 1.i. (verifique!) temos que elas forma-
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Como C é formado por trés vetores de W e a dimensdo de W é trés, basta verificar que
tais vetores sdo l.i. para que C seja uma base de W.

Para isto observemos que,

10 0 —1 0 0\ (00

L PN sl R R G P Bl W
« B [0 o0 L
T

mostrando que C é 11i. .

. Observemos que

Ci=B;
C,=-B+B, ,
C; =Bs3
assim
0 -1 0
Mpge=1|1T 1 0
0 0 1
Temos também: ME, vemos que
Bi=C—-GC
B, =C, )
B; = C3
assim
1 10
Meg=1—-1 0 0
0 0 1

. Procuremos D;, D; e D; em W de modo que formem uma base W e além disso Mpg = P.
Como Mypp = P deveremos ter:

B; =1.D; +0.D; +0.D; = D,

B, =1.D;+0.D;+3.D;=D;+3.D; ,

B; =0.Dy+2.D,+ 1.D3; = 2.D;, + D;
e, resolvendo o sistema linear, obteremos:
B, —B; D :Bg—Bng]:SBg-f—B]—BZ
3 0 2 6 ‘

Assim, a base D sera formada pelas matrizes D¢, D, e D3 que sdo dadas por (verifique!)

11 0 1/6 0 —1/3
o of'\-1/6 12)°\1/3 o |-

D; =B;, D3:=
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Capitulo 9

Transformacoes Lineares

9.1 Introducgao e Exemplos

Até agora estudamos os espagos vetoriais reais e seus subespacos, introduzimos os conceitos
como dependéncia e independéncia linear e, a partir disto, pudemos descrevé-los de maneira
mais simples usando para isto geradores e, mais especificamente, bases.

De certa forma ja temos em maos tudo o que precisamos para trabalhar com espacgos
vetoriais reais.

No capitulo [3 voltaremos a estudar os espacos reais vetoriais que possuem uma estrutura
mais rica.

O leitor ja deve estar familiarizado com o conceito de fungdes, principalmente com aque-
las que estdo definidas em um subconjunto dos nimeros reais e cujo contradominio seja,
eventualmente, um outro subconjunto dos niimeros reais.

Nosso préoximo passo é estudar fungdes que tém como dominio um espago vetorial real e
cujo contradominio seja, eventualmente um outro espago vetorial real.

Note que os valores tomados sdo, na verdade, vetores.

No entanto, vamos restringir a apenas alguns tipos especiais dentre estas fungoes.

Estaremos interessados em fungdes que preservam as operagoes existentes no espago ve-
torial real que atua como o seu dominio e aquelas do espago vetorial real que age como
contra-dominio.

Por exemplo, preservar a adigdao de vetores entendemos que ao tomar dois vetores no
dominio da fungdo o valor que esta deve ter para a soma destes dois vetores é a soma dos
valores que ela possui para cada um dos vetores no contradominio.

De maneira semelhante a fungdo deverd preservar o produto por escalar.

Fungdes com estas propriedades sdo chamadas de transformagoes lineares, mais precisa-
mente, temos a:

Definigao 9.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais.
Diremos que uma fungao T : U — V € uma transformacdo linear de U em V se forem

verificadas as sequintes condigoes:
1. T(u+v) =T(u) + T(v), u,v el
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2. TA-u) =A-T(u), uel, AeR.

Observacgao 9.2

1. Se indicarmos as operagoes de V por +v e -y e as operacdes de U por +y e -y
entao as propriedades acima podem ser escritas, de modo rigoroso, como:

1. T(u+yv) =T(u) +v T(v), u,v el
2. TN yu) =Ny T(u), uel, AeR.

Por uma questao de facilidade evitaremos escrever as senteng¢as acima e conside-
raremos entendidas as identidas 1. e 2. .

2. Note que T: U — V € uma transformacao linear se, e somente se,
Tu+A-v)=T(u)+A-T(v),
para todo u,v € U, A € R.
3. Note que pela propriedade O da definigdo acima temos
T(Ou) =T(0-Oy) =0-T(Ou) = Oy,

onde Oy denota o vetor nulo de U e Oy denota o vetor nulo de V, ou seja, toda
transformacgao linear de U em V leva o vetor nulo de U no vetor nulo de V.

4. Além disso, na situagao acima, temos que
T(—u) =—-T(u), uel,

ou seja, uma transformacao linear de U em V leva um vetor oposto de U num
vetor oposto de V.

De fato
T(—uw)+T(u) =T(—u+u) =T(0) =0,

logo T(—u) = —T(u).

5. Finalmente, na situacao acima, se uj,--- ,u, € U e Aj,--- ;A € R entdo

i=1 i=1

6. Na situacao acima, se V= U diremos que T € um operador linear em U.

7. Na situacao acima, se V=R diremos que T € um funcional linear em U.

A seguir listamos alguns exemplos de transformacdes lineares definidas em varios espagos
vetoriais reais que ja tratamos no decorrer do curso.
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Exemplo 9.3 Sejam (U,+,-), (V,+,:) espagos vetoriais reats e T : U — V dada por
T(u) = O, para todo u € U.

Entao T é uma transformagao linear de U em U.

A transformacgdo linear T serd chamada de em transformacdo nula.

Resolugao:
Utilizaremos a observagao (E3) item 2. .
Se u,v € UeA e R teremos que

Tu+A-v)=0=T(u)+A-T(v),

—— —~—
=0 =0

ou seja, I é uma transformagao linear de U em U.

Exemplo 9.4 Sejam (U, +,-) espaco vetorial real e T : U — U dada por T(u) = u, para
todo u € U.

Entao T é um operador linear de U em U.

O operador linear T € chamado de em operador i1dentidade.

Resolugao:
Utilizaremos a observagdo (E2) item 2. .

Se u,v € UeA e R teremos que
Tu+A-v) =

\LL/H\' =T(u) +A-T(v),

=T(u =T

2=

v)

ou seja, I é uma transformagao linear de U em U.

Exemplo 9.5 Sejam (Z,(R),+,-), (R™",+,.) espacos vetoriais reais (onde + e - sdo as
operagoes usuais de Z,(R) e de R™"', respectivamente) e T: 2,(R) — R"" dada por

T(p) = (aoy---,an),
onde p(t) =a, + a;t+---+ a,t", t € R.

Resolucao:
Utilizaremos a observagao (E3) item 2. .
Se p,q € Z,(R) e A € R entdo

pt) =as+art+---+ant", q(t)=b,+bit+---+byt", teR,

para Qe - - )ambO)"' )bn €R.
Logo

(P+A-q)(t) =lao+ art+ -+ ant"] +Alby +bit + - -+ + byt"]
= (ao + Ab,) + (4Aby)t + - - - + (an + Aby)t", t e R.
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Logo
T(P+)\q) — (ao‘f_}\boa"' >an+7\bn) :(am"' )an)+()\boa"' >}\bn)
- (am"' )an)+)\'(b0)"' )bn) ZT(P)+7\T(Q))
T(p) T(q)
p =T(q

ou seja, T é uma transformacio linear de #,(R) em R""'.

Exemplo 9.6 Sejam A € M, «n(R) uma matriz dada e (M,x(R),+,-) espaco vetorial
real (onde + e - sdo as operagoes usuais de My 1 (R)).

Definamos
T: M (R) = M (R)

por
T(u) =Au, ue M,a(R).

Entdo T € um operador linear de M,»1(R) em M1 (R).
Resolugao:

Utilizaremos a observagao (E3) item 2. .
Se u,v € Mx1(R) e A € R teremos

—

Tu+A-v)=Au+A-v)=Au+AA-v) :é}_t/—ﬁ\ v) =T(u) +A-T(v),

:T(u :T(V)
ou seja, T é um operador linear de M, x1(R) em M ,»1(R).

Exemplo 9.7 Sejam (C'([0,1];R), +,-) e (R, +,-) espagos vetoriais reais (onde + e - sdo
as operagoes usuais de C'([0,1];R) e de R, respectivamente) e T : C([0,1];R) — R dada
por
1
T(f) ij f(x)dx, fe C([0,1];R).
0
Entdo T é um funcional linear de C'([0,1];R) em R.

Resolugao:
Utilizaremos a observagao (E3) item 2. .
Se f,g € C'([0,1];R) e A € R teremos

1 1 1
T(f+A-g) :L(f—l—kg)(x) dx J f(x) dx—l—?\J g(x) dx =T(f) +A-T(g),

ou seja, T é um funcional linear de C'([0,1];R) em R.

Exemplo 9.8 Sejam (C'([0,1];R),+,-) e (C([0,1];R), +,-) espagos vetoriais reais (onde
+ e - sdo as operagoes usuais de F([0,1];R)) e T: C'([0,1];R) — C([0,1};R) dada por

T(f)=f', feC'([0,1;R).

Entdo T é uwma transformacgdo linear de C'([0,1];R) em C([0,1];RR).
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Resolucao:
Utilizaremos a observagao (E3) item 2. .
Se f,g € C'([0,1];R) e A € R teremos

Tf+A-g)=(f+Ag) = +A g =T(f)+A-T(g),

f/
~—

ou seja, T é uma transformacao linear de C'([0, 1];R) em C([0, 1];R).
Os exemplos abaixo sdo de fungdes entre espagos vetoriais reais que nao sao transforma-
¢Oes lineares.

Exemplo 9.9 Sejam (R3,+,:) e (R,+,-) espagos vetoriais reais (onde + e - sdo as res-
pectivas operagoes usuais) e T: R3> — R dada por

Tx,y,z2) =x+y+z+1, (x,y,z) €R.
Notemos que
T(0,0,0) =1#0,

logo, da observagdo (TB) item 3., segue que T nao € uma transformagdo linear de R?
em R.

Exemplo 9.10 Sejam (C([0,1];R),+,-) e (R,+,-) espagos vetoriais reais (onde + e - sdo
as respectivas operagoes usuats) e T: C([0,1];R) — R dada por

1
T(f) = L fldx,  f e C(0, TR).

Se T fosse uma transformagdo linear, pela observagao (IT3A) item 4., deveriamos ter

para toda fungdo f € C([0,1];R).

Para ver que 1sto nao ocorre, basta tomar a funcao f como sendo a funcao constante
wual a 1 (isto €, f(x) =1, x € [0,1]).

Neste caso que

1
T(—f) (0=l J |—Tldx =1 # =1 =-T(f),
0

ou seja, nao € uma transformacdo linear de C([0,1];R) em R.

Exemplo 9.11 Sejam (R,+,-) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais)
eT:R— R dada por

Observemos que

T(=1)=1=T01) # -1 =-T(1),

assim, da observacao ([@2A) item 4., seqgue que T nao é um operador linear em R.
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Podemos estender o resultado acima para

Exemplo 9.12 Sejam n € {2,3,---} e (R,+,:) espago vetorial real (onde + e - sdo as
operagbes usuats) e T: R — R dada por

T(x) =x", xeR.
Observemos que se n € par temos que
T(=1) =1=T(1) #£—1==T(1),

assim, da observacao ([@2A) item 4., seqgue que T nao é um operador linear em R.
Se n é impar temos que

m>2]

TT+1)=T12)=2" # 2=1+1=T(1)+T(1),
mostrando que T nao poderd ser um operador linear em R.

Um resultado importante é dado pela:

Proposic¢ao 9.13 Sejam (U, +,-) (V,+,-) espagos vetoriais reais, onde U €é tem como
base B ={uy,...,u,} e vy, -+, vy € V.
Entdo eziste uma dnica T: U — V transformagdo linear de U em V tal que

T(w)=v, i=1,---,n. (9.14)

Prova:
Dado u € U, como B é base de U, existem tnicos escalares «,..., &, € R tais que

U=0 U+ -+ Xy Uy
Definamos T: U — V por
Tuw) =og-vi+- oty (%)
Afirmamos que T é uma transformagdo linear de U em V e
Tw)=v, i=1,---,n.

Comecemos pela tltima afirmacao.
Como B é base de U e u; € U segue que

w=0-w+---+0-u+Tu+0 ug +- -+ 0uy,,

de modo tnico.
Logo, de (*) teremos:

T(uw) =0-w +';+O'Vi—1+\L\/)_i/+O'Vi+1 —l—\-f--—I—O-\m:\m

=0 =Vi =0
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parai=1,--- n, mostrando que (ECI4) ocorre.

Mostremos que T é uma transformagao linear de U em V.

Para isto utilizaremos a observagdo (E3) item 2. .

Se u,w € U e A € R entdo, como B é base de U, segue que existem tnicos escalares
o1y ey Gny B1y o+, P € R tais que

Uu=o; W+ -+ U € WwW=0037-u+- -+ Bn- U,

Logo

U+A-w=u=[oqg-u+- -+ U] +APr-w+- -+ Pn Uyl
= (o1 +B1) - w + -+ (& + Ba) - Un.

Logo da definigdo de T teremos

Tuw+A-w)= (o +AB1) - vi+ -+ (o +APBn) - vy
=l vit Ao v A [Brvi+ 4 B vy

=T(w) =T(w)
=T(u) +A-T(w),

mostrando que T é uma transformacao linear de U em V.
Finalmente, mostremos que se S e T sdo transformagdes lineares de U em V tais que

T(ul)zs(ul)) 1:‘I) yli (**)

entdo S =T.
Para isto basta ver que se u € U, existem tnicos escalares «y,..., @, € R tais que
U=0 WU + -+ 0y Uy
Logo

S(u) MM I G Uy e ot )

[Seé tra_ns. lin.]

o - S(w) + -+ + ot - S{un)

(%) (%)
= o Vit Fonovy =T, uel,

completando a demonstracao.

Observagao 9.15 A proposigao acima nos diz que uma transformacao linear definida
em um espac¢o de dimensao finita fica completa e unicamente determinada conhecendo-
se 0s seus valores em uma base do espaco vetorial real do dominio.

Apliquemos isto ao
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Exemplo 9.16 Seja (R? +,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagdes usuais
de R?).
Encontre um operador linear T : R? — R? tal que

T((1,2)) =(3,=1) e T(O,1))=(1,2). (%)

Resolucgao:

Note que B = {(1,2),(0,1)} é uma base de R* (deixaremos a verificagio deste fato como
exercicio para o leitor).

Se (x,y) € R? entdo podemos escrevé-lo como combinagéo linear dos vetores da base B,
isto é, existem «, 3 € R tais que

u=(xy)=o-(1,2)+o-(0,1) = (a1, 200 + 2]
— —

2, U,

X = X X1 =X
— )
Yy =20+ X =Yy —2x

ou seja,
u=(xy) =0 -w+o-w=x-(1,2)+(y—2x)-(0,1), x,yeR.

Deste modo, o operador linear T devera satisfazer

=vq =vy

— —

=0 T(LL] )Jj—ocz-T(LLz)
T((%y)) =Tk (1,2) + (y —2x) - (0, )] =x - T((1,2)) +(y — 2x) - T((0, 1))
—_—— —_———

~"

T(ogug+ag-uz)] =(3,—1) =(1,2)

U BT+ (y—2¢) - (1,2) = (x+u,2y —5x), (x,y) € R,

ou seja,
T((xy)) = (x+y,2y =5x), (x,y) € R%.

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que transformagdo T definida acima
é um operador linear em R? e satisfaz (*).

9.2 O Espaco Vetorial Z(U,V)

Definigao 9.17 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais.

O conjunto formado por todas as transformacoées lineares T : U — V serd denotado
por £ (U, V).

Quando U =V usaremos a notag¢ao £ (U) = Z(U,U).

Observacgao 9.18
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1. Dadas T,S € Z(W,V) defintmos T+ S:U — V por

(T+S)(uw) =T(u)+S(u), uel. (%)

Afirmamos que T+ S € Z (U, V).
De fato, se u,ve U e A € R temos
(TS U+A V) ZTw+A-v) +SU+A-v)
PR (W) £ A TW)) + [S(w) + A~ S(v)]
— [T(w) + S(wW)] + AT(V) + S 2 (T + S)(w) + AT+ S)(v),

logo pela obervacdo (@A) item 2., seqgue que T+ S € uma transformagdo linear de
UemV, ouseja, T4+S e Z(,V).

2. SeTeZWV) eAeR definimosA-T:U—V como

AT =A-T(u), uel ()

Afirmamos que A- T € Z(U, V).
De fato, seu,ve U e 3 € R temos

A-Tu+Av) DA Tu+p-v) YN T + 8- T

AT 4B (A T)), (9.19)

logo pela obervacdo (@A) item 2., seqgue que A - T € uma transformagdo linear de
UemV, ouseja, A-T e Z(U,V).

3. Dos itens actma segque que (£ (U,V),+,:) € um espago vetorial real.

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

4. Notemos que o vetor nulo de Z(U,V) serd a transformagdo linear nula, isto €,
O:U — V dada por

Além disso se T € Z(U,V) o vetor oposto de T serd a transformacgdo linear —T :
U — V dada por
(D) =-T), uweZ(,V).

Registraremos isto na seguinte

Proposicao 9.20 (Z(U,V),+,:) (onde + e - sGo as operagbes introduzidas actma) € um
espacgo vetorial real.
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Definigao 9.21 Seja (U,+,:) € um espago vetorial real.
Definimos o espago dual (algébrico) de U, denotado por U’, como sendo

U = 2(W,R),

isto €, U’ € o congunto formado por todos os funcionais lineares definidos em U.
Temos a:

Teorema 9.22 Seja (U,+,-) um espago vetorial real de dimensdo n e (V,+,-) € um
espag¢o vetorial de dimensao m.
Entao o espago vetorial (£ (U,V),+,-) tem dimensdo mn.

Prova:

Sejam B = {u,...,u,} base do espago vetorial real (U,+,-) e C = {vi,...,v} base do
espago vetorial real (V, +,-).

Paracada 1 <i<mnel<j<mdefinamos T; : U — V da seguinte maneira: se u € U
entdo existem tnicos escalares x;,--- ,x, € R tais que

U=X7 U + -+ Xp - Up.

Logo definiremos
Ty(u) = x4 - vy,

ou seja,
Ty -wi+- X w+ -+ Xy - Un) =X Vj, Para Xi,...,Xn € R. (%)
Notemos que para cada k € {1,--- ,n} teremos:

Tij(uk):Tij(0~u1—|—--~+O-ukf1+1.uk+0'uk+1+'--—|—O'un)

v; sei=k
= . (9.23)
0 sei#k
Afirmamos que Tj; € Z(U,V),paral <i<mnel<j<m.
De fato, se u,v € U entdo existem tnicos escalares x;, -+ ,Xn, Y1, ,Yn € R tais que
U=X W+ +X Uy € V=VY1 W+ +Yn-Uny, ()
logo

u+}\v:[x1u1_|_+Xn%]+}\[y]u]++ynun]
=(x1+Ay1)-w + -+ (X0 +AYn) - Un. (% * *)
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Assim, de (*), teremos:

T(w+A-v) L) Tl +Ayr) - wr + - 4+ (X +Ayi) - Wi+ - 4 (Xn + AYn) - U]

(*:)(Xi+}‘yi)'\’j:Xi’Vj—F?\-(yi-vj)

*

=Ty W+ XU Xy Uy)

Logo da observagdo () item 2., segue que T; € Z(U, V), paral <i<nel <j<m.
Mostremos que
D={T;:1<i<n,1<j<m}

é uma base do espacgo vetorial real (Z(U,V),+, ).
Afirmamos que D é Li. em (L (WU, V), +,-).
De fato, se

iiaﬁ-ﬂj :OEX(U,V)
=1 =1

entdo, para cada 1 < k < n, segue que

n m m n m m
0= E E ai - Tl] LLk E E Qaij 1] 'LLk E ayj - Tk] 'LLk E QAyj * V.
i=1 j=1 =1 i=1
0 se i£k = v]
Como vi,...,V, sdo linearmente independentes, segue-se que

Qg = -+ = Qm = 0,
para cada k € {1,--- ,n}, ou seja,
aj =0, para 1<i<n, 1<j<m,

mostrando que D é um conjunto linearmente independente.

Afirmamos que [D] = .Z(U,V).

De fato, se T € .Z(U, V), par cada u € U temos que existem tnicos escalares x1,--- X, € R
tais que

U =Xy U+ -+ Xp - Un.

Como T é uma transformacgao linear segue que

Tuw) =T w4 %X Up) =% T(wy) + -+ xn - T(wy). (9.24)

Como T(w) € V e C é base do espago vetorial (V,+,-), para cada 1 < i < n, existem
tnicos escalares o; € R, 1 <j < m tais que
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T(ui) = o - v+ -+ 4 i~ V. (9.25)

Paracada 1 <j<m,1<1i<n, temos que
Ti‘ (LL) =X{"Vj.

Logo de (E=24), (E=23) e (E=23)obteremos

T(w) = Tl + 4% T(un)

ez
= xi- (vt Vm) A X (0n Vi O Vi)

=on - (X)) F o (X V) o (X Vi) e O (X Vi)

= oqr - Ti(w) + - 4 ot - Trm (W) + -+ + o - Tar (W) + -+ + ot - Tam (W),

ou seja,
T=on T+ +oxm-Tim+ -+ X Tin - 4+ X - T,

mostrando que T é combicagdo linear dos elementos de D, isto &, D gera Z (U, V).
Portanto D é uma base do espago vetorial real (.Z(U,V),+,-) e como o nimero de ele-
mentos da base D é mn segue que dim(V) = mn, finalizando a demonstragdo.

Como consequéncia temos o

Corolario 9.26 Seja (U,+,:) um espago vetorial real de dimensdo n.
Entao o espaco dual de U tem dimensao n, isto &,

dim(U’) = n.

Prova:
Como U’ = Z(U,R) e dim(R) = 1, segue do teorema acima que dim(U’) = n.1 = n,
como queriamos demonstrar.

Observacao 9.27

1. A base D obtida na demonstracao do teorema actma serd denominada base de £ (U, V) associada

2. Pelo coroldrio (Zd), se o espago vetorial real (U,+,-) tem dimensdGo n entdo o
seu espago dual, U’y tem a mesma dimensao.

Seguindo os passos da demonstracdo do teorema (T2Z3), se B = {w,...,u,} €
uma base de (U,+,-) e C = {1} € base de (R,+,-), entdo os funcionais lineares
Tiy..., Th : U — R dados por

T =Tx W+ +X-Up) =%, U=X-UW+- - FX Uy €U

para j=1,--- ,n, formardo uma base de U’'.

Esta base € chamada de base dual associada as bases B e C.
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Exemplo 9.28 Sejam (R +,-) e (R, +,:) espacos vetoriais (onde + e - sGo as operacdes
usuais de R® e R, respectivamente).
Considere a base B do espaco vetorial real (R3,+,-) formada pelos vetores

LL]i(],],]), u22(1>]>0)7 LL3:(1,O,O)

e C ={vi} ={1} base do espago vetorial real (R,+,-).
Encontre uma base para o espaco dual do espaco vetorial (R, +,-) associada ds bases

B eC.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagio que B é base de (R3, +, ).
Utilizaremos as idéias da observagao acima item 2..
Observemos que se (x,y,z) € R? como B é uma base de (R3 +,-), existem escalares
Gnicos «, 3,y € R tais que
u=(xy,z) =x1-(1,1,1)+x2- (1,1,0) +x3 - (1,0,0)
—— —— ——

=y =y =u3

=X1 U +%X2 U+ X3 U3.

Neste caso teremos os funcionais lineares que formardo a base dual associada as bases B
eC, T:R* 5 R, j=1,2,3, serdo dadas por

T(u) =x%xj, onde w=x w+x U +x3-us.
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que neste caso teremos
X1 = 2, XZZ(U_Z)) X3:(X_y)>
ou seja,

(X>U)Z) =z (1)1)1)+(U_Z) ' (])])O)+(X_U) ' (15050)

Deste modo, vimos (veja demonstragio do teorema (E22)) que uma base, que indicaremos
por D, para o espago dual de (R?, +, -) associada as base B e C, ser4 formada pelos funcionais
lineares T;, T,, T3 : R® — R dados por

T]((X,y,l)) :TI(Z' (13131)+(y _Z) ’ (LLO) + (X_y) ’ (13030))
=X1-U1
=x1-vi=2z-1=z,
L(xvy,2)) =Tz - (1,1,1)+ (y—2z)-(1,1,0) +(x —y) - (1,0,0)

=X2-U2

=x-vi=(y—z).l=y—z
T((xy,2) =Tz (1,1,1)+ (y—2) - (1,1,0) + (x —y) - (1,0,0)

.

—(x—y)u3

=x3-v1=(x—y).l =x—vy,
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para (x,y,z) € R3.

Conclusdo: todo funcional linear T : R® — R pode ser escrito, de modo tinico, como
combinagio linear dos funcionais lineares T; : R* — R, parai = 1,2, 3.

Temos também a:

Proposicao 9.29 Sejam (U,+,:), (V,+,-) e (W,+,-) espagos vetoriais reais.
SeTe Z(WV)eSeZ(V,W) entdo SoT € Z(U,W).

Prova:
Dados u,v € U e A € R temos

[T é linear]

(SoT)(u+A-v)=S[T(u+A-v)] =" S[T(u)+A-T(v)]
S EESIT(w)] + A+ SIT(V)]
= (SoT)(u) +A-(SoT)(v),
Logo da observagdo (E2) item 2., segue que So T € .Z(U, W), como queriamos demonstrar.
|

Observacao 9.30 Em resumo, o resultado acima nos diz que a composta de transfor-
magoes lineares serd uma transformagao linear.

O resultado a seguir é um fato bésico de funcdes em geral, que nos diz qua a operacao de
composigao é associativa, masi precisamente:

Proposicao 9.31 Sejam U,V,W e X sao conjuntos nao vazios e T: U —-V,S:V -5 W
e R: W — X funcgoes.
Entao
(RoS)oT=Ro(SoT). (*)

Prova:
Para todo u € U, temos

[(RoS)oTl(u) = (RoS)[T(w)] =R{S[T(w)]} (xx)
e por outro lado
[Ro (SoT)(u) =R{[SoTI(uw)} =R{S[T(w)]}. (*=xx)

Logo de (**) e (***) segue a identidade (*), completando a demonstragio.

Temos também a:

Proposigao 9.32 Sejam U conjunto nao vazio, (V,+,-), (V,+,-) espagos vetoriais reais
eS,T:U—V fungbées e e Re Z(V,W) .
Entao
Ro(S4+T)=RoS+RoT
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Prova:
Se u € U, temos

[R é linear]

[Ro (S +T)(u) = RIS + T)(w)] = RIS(w) + T(w)] - = R[S(w)] + R[T(w)]
— [RoS)(u) + [RoTl(w) = [Ro S+ Ro T)(w),

completando a demonstracao.
Voltando as transformagoes lineares temos a:

Proposicao 9.33 Sejam (U, +,-), (V,+,-) espagos vetoriais reass.

SeTe Z(UV)ely e Z(V) é o operador linear identidade em V (isto €, Iye(v) =,
parav € V) e ly € Z(U) € o operador linear identidade em U (isto €, Iy(u) = u, para
ue u), entdo

lyoT=T e Toly=T

Prova:
Se u € U, temos

completando a demonstragao.
Como aplicagdo destes resultados temos o

Exemplo 9.34 Seja (R? +,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagdes usuais
de R?).
Consideremos T,S € £ (R?) dadas por

T(x,y) = (x+y,0) e S(xy)=(x2y), (xy)eR.
Encontre ToS eSoT.

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagio que T, S € .Z(R?).
Para (x,y) € R? temos que

(TOS)(Xay) = T(S(Xay)) = T(X»Zy) = (X—I—Zy,O),

(S OT)(X)U) = S(T(X)y)) = S(x+y,0) = (X+U)O)-

Notemos que, neste exemplo, ToS #So T.
Podemos agora introduzir as:
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Definicao 9.35 Seja (U,+,-) espago vetorial real.
Se T € Z(U), defintremos

TPz, T'=T e T'=ToTV,

paran > 2, onde Iy : U — U é o operador linear identidade em U (isto ¢, Iy(u) = u,
para u € U).

Com isto podemos introduzir a

Definigao 9.36 Seja (U,+,:) espaco vetorial real.
Um operador linear T € £ (U) serd dito nilpotente se existir n € N tal que

T =0¢ZU)),
1sto €, o operador linear T" serd o operador linear nulo definido em U.

Observagao 9.37 Um ezxemplo stmples de operador nilpotente definido em um espacgo
vetorial real € o operador linear nulo.

Exemplo 9.38 Seja (R? +,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?).
Mostre que T : R? — R? dada por
Txy) =(0,x), (xy) €R?

€ um operador nilpotente.

Resolugao:
Observemos que se (x,y) € R? entéo

Tz(x»y) = T[T(X»U)] = T(O)X) = (O>O)>
assim, T? = 0, mostrando que o operador linear T é nilpotente (no caso, n = 2).

Definicao 9.39 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais.
Diremos que T € £ (U, V) possui transformagdo inversa se ezistir uma fungdo S:V —
U tal que

(SoT)(u) =u, paratodo ueclU

(ToS)(v)=v paratodo veV.

Em outras palcwras,
TOS:I\/ e SOT:Iu,

onde Iy : U — U € o operador linear identidade em U e Iy : V — V é o operador linear
identidade em V.
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Com isto temos a:

Proposigao 9.40 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reais.
SeT e Z(U,V) possut uma transformagdo tnversa entdo esta transformagao inversa
serd unica.

Prova:
Suponhamos que T € Z(U, V) possua as trasnformagdes inversas R,S:V — U.
Como
I,=ToR (1) e Iy=SoT (2)
teremos ] ,
S=Soly 2So(ToR)=(SoT)oR ZIyoR=R,

mostrando que S = R e completando a demonstragao.
|

Definigao 9.41 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reais e T € £(U,V) possui
uma transformagao tnversa.

Entdo a transformagao tnversa S :V — U associada a transformacao linear T serd
denotada por T~' (isto €, T-! =S obtida da proposi¢cdo acima).

Definicao 9.42 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais.
Uma transformacgao linear T: U — V serd dita

1. injetora se T(u) = T(v) tmplicar em u = v;
2. sobrejetora se para todov € V existir u € U tal que T(u) =v;

3. bijetora se for injetora e sobrejetora.
Temos um resultado geral e basico de fungbes que diz:

Proposicao 9.43 Sejam U,V conjuntos nao vazios.
A funcao T : U — V possut uma fungao tnversa se, e somente se, a funcao T €
byetora.

Prova:
Suponha que T possua uma fungdo inversa.
Logo se T(u) = T(v) entdo

portanto, T é injetora.
Dado v € V vemos que T(T~'(v)) = v, portanto, T também é sobrejetora, logo T é bijetora.
Reciprocamente, suponhamos que T seja bijetora.
Dado v € V, como T é bijetora, existe um dnico u, € U tal que

v=T(w). ()
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Defina S: V — U por
Sv) =uw,, velU. (xx)

Mostremos que S é a fungdo inversa de T.
Se v € V entdo

Se u € U entdo S(T(u)), pela definicdo de S, € o tinico elemento u’ em U tal que T(u') =
T(u).

Como T é injetora, temos u’ = w e, assim, S(T(u)) = u, mostrando que S é a transformagédo
inversa de T, completando a demonstracao.

Voltando as transformacdes lineares temos a:

Proposigao 9.44 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriats reais.
Uma transformagdo linear T : U — V é wnjetora se, e somente se, a Uunica solugcao
de T(u) = O € o vetor nulo, 1sto €, u= 0.

Prova:

Suponha que T € .Z(U, V) seja injetora.

Se T(u) = O, como O =T(O), segue que T(u) = T(O).

Como T é injetora deveremos ter u = O.

Reciprocamente suponha que a tnica solucdo de T(u) = O seja o vetor nulo de U, isto &,
u=0.

Logo se

Tuw=THV) = Tuw-TWV)=0 = Tu—-v)=0.
~—

[T é linear]
= u—v)

Assim, por hipoétese, deveremos ter u —v = O, isto é, u = v, mostrando que a transfor-
magao linear T é injetora, completando a demonstragao.

Temos também a

Proposigao 9.45 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reais.
Se T ¢ Z(U,V) possui transformacdo inversa T-':V — U entdo T' € Z(V,U).

Prova:
Devemos mostrar que T~' : V — U é uma transformagéo linear.
Para isto sejam v, v, € Ve A € R.
Como T é sobrejetora existem u;,u, € U tais que

Tw)=vi e T(u) =wy, (%)
ou, equivalentemente,

T'v)=w e T'v)=uw. (%)
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Assim,

Té linear]

T_] (V1 +A- VZ) (*:) T_] [T(LH) +A- T(uz)] [ = T_1 [T(‘LL] +A- uz)]
—loT= *k
[T :T Iyl u + A- W (:) —l—f] (Vl) A T,1 (Vz),

mostrando que T~' € Z(V, U), completando a demonstragio.

9.3 Imagem e Nicleo de uma Transformacgao Linear

Comegaremos com a

Definigao 9.46 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais e T : U — V uma trans-
formacao linear.

1. Se X C U, definimos a imagem do conjunto X pela transformagado T, indicada por
T(X), como sendo o conjunto

TX)={T(x):xe X} C V.

2. SeY CV, definimos a imagem inversa do conjunto Y pela transformacdo T, indicada
por T-1(Y), como sendo o conjunto

T(Y)={uelU:T(u) eY}CU.

Observacao 9.47 Notemos que na definicao acima, T~ '(Y) nio tem nada a ver com a
transforamc¢ao inversa da transformacao T que pode, eventualemente, nem existir.

Proposigao 9.48 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriats reats com dim(V) =1.
SeT:U—V éum transformagao linear, nao tdenticamente nula, entdo a transfor-
magao linear T serd sobrejetora.

Prova:
Como a transformacdo linear T é ndo nula existe u, € U tal que

T(u,) # O.

Como o espago vetorial real (V,+, -) tem dimensdo 1 entdo qualquer base sua é constituida
por um vetor ndo nulo.

Logo B = {T(u,)} serd uma base do espago vetorial real (V,+,-) (pois T(u,) € V & néo
nulo de V).

Assim, dado v € V existe Ginico escalar « € R tal que

[T é linear]

v=oa-T(uw) = T(a-u,),

ou seja, a transformacgao linear T é sobrejetora, como queriamos demonstrar.

Como consequéncia temos o
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Corolario 9.49 Sejam (U,+,-) e (R,+,-) espagos vetoriais reats (onde + e - sdo as
operagdes usuats em R).

Se T € um funcional linear defintdo em U, nao identicamente nulo, entao o funcional
linear T serd sobrejetor.

Prova:
Como dim(R) = 1 a conclusio segue da proposigdo acima.

Temos também a:

Proposigao 9.50 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espacos vetoriais reats e T : U — V uma
transformagado linear.

1. Se W ¢é um subespago vetorial do espago vetorial real (U,+,-) entao T(W) é um
subespacgo vetorial do espago vetorial real (V,+,-).

Pe

2. Se Y é um subespaco vetorial do espaco vetorial real (V,+,-) entdo T'(Y) é um
subespacgo vetorial do espago vetorial real (U, +,-).

Prova:
Del.:
Seja W um subespago vetorial de (U, +, -).
Como O € W e O =T(O) segue que O € T(W).
Sejam x,y € T(W) e A € R.
Como x,y € T(W) entdo existem u,w € W tais que

x=Tu e y=Tw). (x)

Como W é um subespaco vetorial de (U, +,-) segue que u+A-w e W.
Logo
(%) [Té linear]
xX+A-y=TuW+A-Tw) =" Tu+Ar-w)eT(W).
ew
De 2.:
Seja Y um subespaco vetorial de (V, +, -).
Como T(O) =0 e O € Y (pois Y é subespago vetorial) segue-se que O € T~'(Y).
Sejam x,y € T"'(Y) e A € R.
Como x,y € T '(Y) segue que T(x), T(y) € V.
Como Y é um subespago vetorial de (V,+, ) temos que

Tx)+A-T(y) €Y. (%)

Mas

T é linear]

(%)
Tx+A-y) 2T £ A-Tly) €Y,

portanto, x + A -y € T~'(Y), completando a demonstragio.

Podemos agora introduzir a:
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Definigao 9.51 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais e T : U — V uma trans-
formacgao linear.

Definimos o nucleo da transformagio linear T, indicado por A4 (T), como sendo o subespa-
co vetorial de U dado por T-'({0}), ou seja, € o conjunto

fuel:T(u) =0}
Com isto temos a:

Proposicao 9.52 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reats e T : U — V uma
transformacao linear.
A transformacdo linear T € injetora se, e somente se, A (T) ={0}.

Prova:
Pela proposigdo (EZ4) T é injetora se, e somente se, a equagdo

T(u)=0, uel

possui uma Unica solugdo, a saber, u = O.
Isto € o mesmo que dizer que o conjunto .4 (T) é formado somente pelo vetor O, como
queriamos demonstrar.

Temos também o

Proposicao 9.53 Sejam (U, +,-) espago vetorial real e T € £ (U).
Mostre que T? = O se, e somente se, T(U) C A (T).

Prova:

Suponha que T? = O.

Logo se v € T(U) entéo existe u € U tal que v = T(u).

Portanto,

T(v) =TIT(W)] = T*(uw) = O,

isto é, ve A4(T), isto &, T(U) C A(T).

Reciprocamente, suponhamos que T(U) C A4 (T).

Dado u € U, como T(u) € T(U) C A4(T), temos

T?(u) = T[T(u)] = O,
—~—

e N (T)

ou seja, T2 = O, como queriamos mostrar.
|

Exemplo 9.54 Sejam (R?, +,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?) e 0 € R.
Encontre o nicleo do operador linear T : R? — R? dada por

T(x,y) = (xcos(8) —ysen(8),xsen(8) +ycos(0)), (x,y) € R
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Resolucao:
Vimos anteriormente que T € Z(R?).
Por definicdo, (x,y) € A4(T) se, e somente se, T(x,y) = (0,0) ou, equivalentemente:

(xcos(0) —ysen(0),xsen(0) +ycos(0)) = (0,0
{xcos(@) ysen(0) =0

—

xsen(0) +ycos(0) =
cos( —sen(0 0
— =
sen(0) cos(O 0
det=15#0 portanto admite matriz inversa

X 0
= <y> = <o> & (x,y) = (0,0).

Portanto, .4 (T) ={(0,0)}.
Em particular, da proposicdo (E52), segue que o operador linear T é injetor.

Observacao 9.55 Geometricamente, o operador linear T dado pelo exemplo acima leva
um vetor numa rotagdo do mesmo de dngulo ® no sentido anti-hordrio (verifique!).

Podemos agora enunciar e provar o:

Teorema 9.56 (Teorema do Nucleo e da Imagem) Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos
vetoriais rears e T: U — V uma transformacgao linear.
Se dim(U) =n < oo entdo

dim (U) = dim [.4/(T)] 4+ dim [T(U)].

Prova:

Como ./ (T) é subespago do espago vetorial real (U,+,-) e dim(U) = n < oo segue que
p =dim[A4(T)] < n < oo.

Se p = 0 (isto é, N(T) = {O}) consideramos os vetores vy,...,v, de modo a formarem
uma base de U.

Afirmamos que os vetores T(v;),...,T(vq) formam uma base de T(U).

De fato, se w € T(U) segue que existe u € U tal que T(u) =w.

Como vy,...,Vv, é base de U, existem escalares «,---,x, € R tais que

U= V] + -+ 0p-Vy
Logo
T =T(og - vi4 -4 ot -va) = oy T(wy) 4 -+ - T(v),

ou seja, w € [T(vy),..., T(vq)], logo podemos concluir que

T(U) = [T(V1)> .. -)T(Vq)]-
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Por outro lado, se o, -+ ,x, € R sdo tais que

Te Enear}

02061'T(V1)+"'+OCH-T(V“) = T(O(]~V1—|—"'+(Xn~\)n),

ou seja,
oq-v1—|—~~+ocn-vn€JV(T):{O},

assim
oG .V]_|_..._|_o(n.vnzo,
mas Vi,...,Vq sdo Li. em U (pois formam uma base de U),logo
o ==& =0,
mostrando que os vetores T(vq),..., T(v,) sdo li. em V, e portanto formam uma base de
T(U).
Logo podemos concluir que
dim(U) = \O/ L = dim[A47(T)] + dim[T(U)].

=dim[A(T)]  =dim[T(U)]

Tratemos agora do caso p > 1.
Seja By uma base de .#'(T) formada pelos vetores uy,...,u,.
Pelo teorema do completamento, existem vetores vy,...,vq € Utais que uy, ..., u,,vi,...,Vq
formam uma base de U.
Desta forma temos que
dim(U) =p + q.

Como dim[.4(T)] = p, resta mostrar que

dim[T(W)] = q.
Para isto, mostraremos que T(v;),...,T(vq) formam uma base de T(U).
Afirmamos que T(v;),...,T(vq) s@o Li. em V.

De fato, se
X1 -T(V1)—|—"'—|—(Xq'T(Vq) =0

entdo, como T é uma transformagao linear, segue que a identidade acima é equivalente a
T(oq-vi+ -+ og-vq) =0,

isto é, teremos
o Vi g - vg € A(T).
Como os vetores uy,---,u, formam uma base de .#(T) segue que existem escalares

B1y--+, Pp € R tais que

(x].\)1_|_..._|_(Xq.\)q:[3].u]_|_..._|_[3p.up’
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isto é,
B1-w +"'+Bp'le_(x] V] — e — g Vg = 0.
Como uy,...,Up,V1,...,Vvq formam uma base de U, eles sdo 1.i. em U assim deveremos
ter
G=-=ag=Pp1=-=P,=0,
o que mostra que os vetores T(v;),..., T(v,) sdo linearmente independentes em V.
Mostremos que os vetores T(v;),...,T(vq) geram T(U).
Sejav e T(U).
Logo, existe u € U tal que T(u) = v.
Como os vetores uy, ..., u,vy,...,vq formam uma base de U, existem escalares «, ..., &g, B1,
R tais que
U=0q W+ o U+ Brvi+o+ By Vs

com isto teremos:

v=Tu) =Tl w4+ U, +Br-vi+-- 4 PBq-Vq)
= o0 T(w )+ oy - T(uy) +B1 - Tvi) -+ By - T(vy)
=0 =0
= P 'T(V1)+"'+Bq'T(Vq)>

pois wy,...,u, € A(T).
Logov € [T(vi),...,T(vq)], ou seja, T(U) = [T(vi),..., T(vq)l.

Portanto os vetores T(v1),...,T(vq) formam uma base de T(U), logo teremos
dim(U) =n = P + q =dim[A4(T)] + dim[T(U)],
~—~— ~—
=dim[.#'(T)]  =dim[T(U)]

como queriamos demonstrar.
Como consequéncia temos o:

Corolario 9.57 Sejam (U,+,-) e (V,+, ) espagos vetoriais reais de dimensoes finita tais
que dim(U) =dim(V) e T: U — V uma transformagéao linear.
As sequintes condigdes sao equivalentes:

1. A transformacgao linear T € sobrejetora,
2. A transformacgao linear T € injetora,
3. A transformacgao linear T € biyjetora;

4. A transformagdo linear T leva uma base de U em uma base de V (isto €, se
B ={w,...,u,} € uma base de U entdo C ={T(w),...,T(u,)} serd uma base de V).

.o Bp €



9.3. IMAGEM E NUCLEO 145

Prova:
1. —= 2.:
Se a transformagao linear T é sobrejetora entdo T(U) = V.
Logo, pelo teorema anterior,
dim(U) = dim[A4(T)] + dim[T(U)] = dim[.A4(T)] + dim(V).

~——
=V

Como dim(U) = dim(V) segue que, da identidade acima, que dim[. A4 (T)] = 0, isto &,
A (T) ={0}

Logo, da proposigdo (E=2), segue que a transformacdo linear T serd injetora, mostrando
que 2. ocorre.

2. — 3.:

Se transformagdo linear T é injetora entdo, da proposigdo (E=2) , segue que 4 (T) = {0},
assim dim[.4"(T)] = 0.

Pelo teorema anterior segue-se que

dim(U) = dim[A4(T)] +dim[T(U)] = dim[T(U)],

—
=0

ou seja, dim(U) = dim[T(U)].

Como dim(U) = dim(V) segue, da identidade acima, que dim[T(U)] = dim(V).

Logo T(U) é um subespago do espacgo vetorial real (V,+, ) que tem a mesma dimenséo de
V, logo, do corolério (E330), segue que T(U) =V, isto é, a transformagao linear T é sobrejetora.

Dessa forma, T é bijetora, mostrando que 3. ocorre.

3. — 4.

Suponhamos que a transformagao linear T seja bijetora.

Consideremos uma base de U formada pelos vetores u;,...,u,.

Precisamos mostrar que os vetores T(uw),..., T(u,) formam uma base de V.

Afirmamos que os vetores T(u;),..., T(uw,) sdo 1.i. em V.

De fato, se

o - T(wy) +--+om-Tlu,) =0

entdo, do fato que T é uma transformacgao linear, a identidade acima serd equivalente a
Tlog-up+---+ o - un) =0,

isto é, o vetor
oW+ o s uy € A(T).

Como a transformacgdo linear T é injetora, da proposigdo (E22), segue que A4 (T) = {O}
e, consequentemente,
& U+ o U = 0.

Como uy,...,u, formam uma base de U eles deverdo ser l.i., assim

o ==& =0,
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portanto os vetores T(w),...,T(u,) sdo linearmente independentes em V.

Afirmamos que os vetores T(u),..., T(w,) geram em V.

Sejav e V.

Como a transformacao linear T é sobrejetora, existe u € U tal que v = T(u).

Como os vetores uy, - - - ,u, formam uma base de U segue que existem escalares 1, -+, x, €
R tais que

U=0; U+ -+ &y Uy
Com isto temos
T é linear |
v=Tu) =T(g -y +~-+ocn'un)[ =0 T(w) + -+ o - T(wy),

isto é, os vetores T(w),..., T(uw,) geram V, mostrando que esses vetores formam uma base
de V, mostrando geu 4. ocorre.

Observe que ja haviamos provado isto na proposicdo (E13) (verifique!).

4. — 1.:

Seja uy,...,u, uma base de U.
Por hipétese, T(u),..., T(u,) formam uma base de V.
Assim, dado v € V existem escalares o,...,x, € R tais que

v=og-T(w)+ -+ o - T(uy).

Deste modo,

[T é linear]
v=og Tw) + oo Tlu) = Tl g+ + oy - Uy),

~\~

=u

ou seja, existe u € U tal que T(u) = v, isto é, a transformagdo linear T é sobrejetora,
completando a demonstragao.
|

Exemplo 9.58 Seja (R? +,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagdes usuais
de R?).
Mostre que toda transformacao linear bijetora T : R> — R? leva retas de R? em retas

de R? (isto €, a imagem de uma reta de R? pela transformagdo linear bijetora T é uma
reta de R?).

Resolucgao:
Dada uma reta r no plano R?, usaremos a equagéo vetorial para representar seus pontos,
isto é, um ponto P € r se, e somente se,

P=P,+A 7,

onde P, é um ponto sobre a reta, Vv O é um vetor diregdo da reta e A € R.
A imagem da reta r pela transformacdo linear bijetora T serd dada por

T(r) ={T(P);P e r}.
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Assim, um ponto S € T(r) se, e somente se, S = T(P) para algum P € r, ou seja,

S=T(P) =T +A-9)  “Z¥'T(R) +A T,  (x)
para algum A € R.

Como transformagéo linear T é injetora e Vv # 0 temos que T(V) =+ 0, ou seja, (*) nos
fornece a equagdo vetorial de uma reta no plano R? que passa pelo ponto T(P,) e tem a
diregdo do vetor (ndo nulo) T(V).

Assim T(r) é uma reta em R?, como afirmamos.

Exemplo 9.59 Sejam (R",+,-) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R") e aj,...,a, € R ndo todos nulos.
Mostre que o subespaco

H={(x1,...,%n) €ER" : a1x;+---+ ax, =0}
tem dimensdo n — 1.

Resolucgao:
Observemos que H pode ser obtido como o nicleo do funcional linear (verifique!) T :
R"™ — R dada por

T(Xhﬂ')xn)iaﬁ(]+"'+anxn> (Xh"')Xn)eRn-

Em particular H é um subespago vetorial do espago vetorial (R™, +,-).
Como nem todos os a; sdo nulos, segue-se que o funcional linear T ndo é identicamente
nulo.
Logo, do coroléario(EZ9), segue que o funcional linear T serd sobrejetor, em particular,
dim[T(R™)] = dim(R) = 1.
Deste modo, pelo teorema (EEH), teremos
n =dim(R") = dim[A4(T)] 4+ dim(T(R")] = dim(H) + 1,

N—— ———
=H =1

ou seja, dim(H) =n — 1, como afirmamos.

Exemplo 9.60 Sejam (M;(R),+,:) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées

usuats de M;(R)),
(1 2

T(X) = AX — XA, X & M;,(R).

e T:M;(R) - M;3(R) dada por

Mostre que T € um operador linear em M;(R) e encontre o nicleo e a 1magem do
operador linear T e suas respectivas dimensoes.
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Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo que T é um operador linear em
M;(R).

Ntucleo de T:
Observemos que X € .4(T) se, e somente se, T(X) = O ou, equivalentemente,

AX—=XA =0 <& AX=XA.

Se
a b
X =

vemos que X € .4 (T) se, e somente se,
1 2\ (a b\ [abd 1 2
0 1)\c a/ \c d/\o 1)’

a+2c b+2d\ (a 2a+b
c d ~\c 2c+d

que é equivalente ao sistema linear

isto é,

a+2c=a

b+2d=2a+b exercicio
[<’;>}c:Oea:d.

cC=2¢

d=2c+d

Portanto, X € A47(T) se, e somente se,

a b 10 0 1
—_— —
A, A,

Dessa forma, o nicleo do operador linear T é o subespago vetorial gerado pelos vetores A;

€ Az.
Notemos que os vetores A;, A; sdo 1.i. (verifique!), logo B = {A;, A;} é uma base para o

subespaco .4 (T), em particular, dim[.4'(T)] = 2.
Imagem de T:
Observemos que

X “’) € T(My)
z t

se, e somente, se existir uma matriz em M,(RR), que denotaremos por

a b
X =
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tal que
Y =T(X) = AX — XA,

1 2 a b _|a b 1 2
0 1 c d c d 0 1
_[a+2c b+2d _|a 2a+b)\ (2c 2d—2a
N c d c 2c+d/) \o —2c
1 0 0 1
e (b 8) o 0):
— S——

=B, =B,

isto é,

)

ou seja, a imagem de T é gerada pelos vetores By, B;.
Notemos que os vetores By, B, sdo l.i. (verifique!), assim logo C = {B;, B,} é uma base para
o subespago T(M;(R)), em particular, dim[T(M;(R))] = 2.

Observagao 9.61 Uma outra maneira para encontrar uma base da imagem do operador
linear T do exemplo acima seria fazer uso da prova do teorema ([T24).
Mazis precisamente, sabemos que

61 ()

formam uma base do nicleo do operador linear T.
Do teorema ([T2d), podemos completd-la a uma base de M;,(R) introduzindo, por

exemplo, os vetores:
00 00
10 0 1)’
10 0 1 00 . 00
o0 1)’\0o 0)’\1 0 0 1

é uma base de M;,(R) (verifique!).

(Ga)-6 %) < (6)-6s)

éC1 éCZ

1sto €,

Logo, pelo mesmo teorema, seque que C ={C;, C,} € uma base da imagem do operador
linear T.

Definigcao 9.62 Seja (U, +, ) espago vetorial real.
Diremos que T € Z(U) é um idempotente em U se T> =T.
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Exemplo 9.63 Seja (U,+,:) espaco vetorial real.
Entao o operador identidade em U, Iy : U — U dado por

[u(w) =u, wuwel,
é um operador linear idempotente em U.

Resolucao:
Sabemos que o I é um operador linear em U.
Além disso, temos

IF(w) = Iy[ly(w)] = Iy(w), uweu,
——

=u

mostrando que o operador linear T é idempotente em U.

Exemplo 9.64 Sejam (R? +,:) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?) e T:R? — R? dada por

T(X»y) = (X»O)> (X>y) € Rz-
Entao o operador linear T € idempotente.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é um operador linear em R?.
Notemos que

Tz(x>y) = T[T(X>y)] = T(X»O) = (X>O) = T(X)y)» (X>y) S Rz)
——

=(x,0)
mostrando que o operador linear T é idempotente em R.

Observacao 9.65 O operador do exzemplo acima € a projecao no ewxo Ox.

Proposigao 9.66 Seja (U, +,-) espago vetorial real.
Mostre que se T € Z(U) € idempotente entao

Uu=T1T(U) e A4(T).

Prova:
Como T € .Z(U) é idempotente segue que T?> =T.
Observemos que, dado u € U podemos escrever

u="T(u) +u—T(ul

Temos que T(u) € T(U) e
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assim u— T(u) € M(T), ou seja,

u=T(u+u-T)]eTU)+ A4(T),
— —

eT(Ww) eEN(T)

mostrando que U = T(U) + A7(T).
Resta mostrarmos que a soma é uma soma direta.
Para isto consideremos u € T(U) N A"(T).
Como u € T(U), existird v € U tal que u = T(v) e teremos também que T(u) = O.
Logo

w=Tw) "= (v) = TT(w)] = T(w) = O,
—~—

=u

ou seja, T(U) N A (T) ={0}, completando a demonstragio.

9.4 Isomorfismo e Automorfismo

Comegaremos introduzindo a

Definicao 9.67 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriais reais.

Diremos que uma transformacao linear T : U — V € isomorfismo de U em V se ela
for byetora.

Quando U =V diremos, no caso acima, que T € um automorfismo em U.

Com isto temos a

Definicao 9.68 Dizemos que os espagos vetoriais (U,+,-) e (V,+,-) sdo isomorfos se
existir um 1somorfismo de U em V.

As seguintes transformacgdes sdo exemplos de isomorfismos e, portanto, os respectivos
espagos vetoriais sdo isomorfos.

Exemplo 9.69 Sejam (U,+,-) espago vetorial real e I : U — U o operador identidade
em U.
Entao Iy € um automorfismo em U.

Resolucgao:
Sabemos que [ € um operador linear, injetor e sobrejetor, logo um automorfismo em U.

Exemplo 9.70 Sejam (R“,+,-) e (%, 1(R),+,-) espagos vetoriais (onde + e - sdo as
operagbes usuats de R" e de &, 1(R), respectivamente) e T : R™ — &, ;(R) dada por

T((Xlwﬂaxn))ip) (Xh"')xn)eRn)

onde
pt) =% +xt+ - Fx. ", tER.

Entdao T € um isomorfismo de R" em £, 1(R).
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Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é uma transformacgdo linear
de R™ em £, (R).

Observemos que T é injetor, pois se x = (x1,--- ,xn) € A (T) segue que
\O// =T(x) &= x1 +x2t+ - - + x,t" ' =0, para todo t € R,

polinémio nulo

o que implicard, necessariamente, que x; = --- =x, =0, ou seja, x = (0,--- ,0) € R™
Portanto .4/ (T) = {0}, isto é, a transformag&o linear T é injetora.
Observemos também que T é sobrejetor, pois se p € Z,_1(R) segue que

pt)=a, +art+ -+ ait"!, teR,

para ao, - -, a1 € R.
Logo se considerarmos
X = (agy - yan1) € R",
teremos
T(x) =p,

ou seja T é sobrejetora, isto é, a transformacgdo linear T é bijetora, logo um isomorfismo de
R"™ em &, {(R), como afirmamos.

Exemplo 9.71 Sejam (M,xn(R),+,-) e (R™",+,-) espagos vetoriats (onde + e - sao as
operagbes usuais de My n(R) e de R™", respectivamente) e T : My (R) — R™ dada
por

T[(aij)] = (aﬂa ceeyQiny ooy Amly.eey amn)) A= (aij) € men(R)-

Entdo T € um isomorfismo de M ,xn(R) em R™™,

Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é uma transformagdo linear
de Mxn(R) em R™™,

Observemos que T € injetor, pois se (aij) € A (T) segue que

\()’_/ :T[(aij)] — (aH)-'°)a1n)-">am1)-">amn) = (O> )O)
m.n-upla cRmM.n
o que implicard, necessariamente, que a;; = O para 1 < i < me 1l < j < n, ou seja,
N (T) ={0}, , isto é, a transformacdo linear T é injetora.
Observemos também que T é sobrejetor, poisse x = (X1, -+ yXmn) € R™", considerando-se

aﬁixj) 1§]§T\.,

ay =%, n+1<j<2n,

pj =%, mn-—n+1<j<mmn,
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teremos
Tllag)]l = (x1y -+ yXmn) =%,

ou seja, a transformagdo linear T é sobrejetora, isto é, a transformagao linear T é bijetora,
logo um isomorfismo de M, x»(R) em R™", como afirmamos.

Exemplo 9.72 Sejam (R3,+,:) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?) e T:R?> — R3 dada por

T(x,y,z)i(x—y,x—z,z—y), (x,y,z)€R3.
Verifique se T é um automorfismo de R3.

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagio que T é um operador linear em R3.
Verifiquemos se o operador linear T é injetor, isto é, se A4 (T) ={0}.
Para isto seja (x,y,z) € A4(T), isto &,

x—y=20
T(x,y,2z) = (0,0,0) &= {x—z=0 b@%@x:y:z
z—y=20

Logo, o operador linear T nao é injetor, pois T(1,1,1) = (0,0,0), assim, o operador linear
T nao ser4 um automorfismo em R3.

Proposigao 9.73 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reats, tal que dim(U) < oo,
eT:U—V éum isomorfismo de U em V.
Entao o espacgo vetorial (V,+,-) tem dimensdo finita e além disso

dim(V) = dim(U).

Prova:
Como a transformacdo linear T é injetora segue .4 (T) = {0}.
Portanto, dim[.4"(T)] = 0.
Como a transformacdo linear T é sobrejetora segue que T(U) = V.
Segue, do teorema do nucleo e da imagem (isto é, teorema (E28)), que

dim(U) = dim[A4(T)] + dim[T(W)] = dim(V),

~——— ——
=0 =V

como queriamos demonstrar.

|
Temos um resultado semelhante quando a dimensdo do contra-dominio é finita, a saber:

Corolario 9.74 Sejam (U, +,-) e (V,+,-) espacos vetoriais reais, tal que dim(V) < oo, e
T:U—V éum isomorfismo de U em V.
Entdo dim(U) = dim(V).
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Prova:

Como a transformagao linear T é bijetora segue que existe a transformacdo linear inversa
T':V — U e esta também sera um isomorfismo de V em U (pois é bijetora).

Como dim(V) < oo, pela proposicdo (E-73), segue que

dim(U) = dim(V),

completando a demonstragao.

Temos também a

Proposicao 9.75 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais de dimensao m.
Se B={w, - ,u,} eC={v,---,v,} sdo bases de (U,+,-) e de (V,+,"), respectiva-
mente, entao T : U — V dada por

T(u)£x1-v1—|—---+xn-vn, UGU, (*)
onde
U=X; U+ F+Xn Uy, PAra Xi,...,%X, € R,

€ um wsomorfismo de U em V.
Além disso, temos que
Thy)=v, j=1,---,n,
1sto €, o 1somorfismo T leva a base B do espago vetorial (U,+,-) na base C do espago
vetorial (V,+, ).

Prova:

Primeiramente, notemos que a fungdo T estd bem definida, pois as coordenadas de um
vetor com relacdo a uma base sdo unicamente determinadas por ele e pela respectiva base
fixada.

Verifiquemos que T é uma transformagao linear de U em V.

Dados wy,w;, € U, como B é base de U, podemos escrever

n n
= E Xi - W € Wy = E Yi - Wi,
i=1 i=1

com x,y; e Ry i=1,...,n.
Se A € R, teremos

WiFA Wy = xicwH+AY yiow=) (x+ Ay

Logo

n

Twi +A-w;y) = <Z Xi + Ayi) ) (*:)Z(xmﬂqjh)-vl
i=1

i=1

:ZXi'Vi‘F)\'ZUi'Vi@T(W1)+7\'T(W2)>

i=1 i=1
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mostrando que T é uma transformagao linear de U em V.
Afirmamos que T é injetora, isto é, A4 (T) ={O}.

De fato, seja w = in -, tal que T(w) = O.

i=1

Logo
O:T(W) =X]-V]+ -+ Xn V.
Como vy, ,v, sdo li. em V segue que x; = --- = x,, = 0, ou seja, w = O, portanto, T é
injetora.

Como dim(U) = dim(V) < oo, pelo corolario (EZx1) segue-se que T serd bijetora, logo um
isomorfismo de U em V, completando a demonstragao.

As ultimas proposigoes resultam no

Corolario 9.76 Dows espacos vetoriais reats de dimensdo finita sdao isomorfos se, e
somente se, tém a mesma dimensao.

Prova:
(=)
Segue do corolario (E74).
(=)

Segue da proposigdo (EC73).

Terminaremos a se¢do com o:

Corolario 9.77 Sejam (U, +,-) um espago vetorial de dimensdo n e (V,+,-) um espago
vetorial de dimensdo m.

Entao £ (U, V) € isomorfo ao espago vetorial real (M xn(R),+,-) (onde + e - sdo as
operacdes usuais de M n(R).

Prova:

Do teorema (E2) temos que dim[Z(U,V)] = m - n e do exemplo (EZ2) temos que
dimMxn(R)] = m - n.

Logo do corolario acima segue que eles serdo isomorfos, completando a demonstragao.

9.5 Matriz de uma Transformacao Linear

Nesta segdo veremos que a toda transformagao linear entre dois espagos vetoriais de dimensdes
finitas poderemos associar uma matriz e reciprocamente.
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9.5.1 Definicao e Exemplos

Definicao 9.78 Sejam (U,+,-) e (V,+, ) espagos vetoriais reais de dimensdes finitas, m
e n, respectivamente, e T € Z(U,V).
Fizemos uma base B ={uy,...,u,} de (U,+,-) e uma base C ={vi,...,v} de (V,+,-).
Como C € base de (V,+,-), podemos escrever

Tly)=ayj-vi+ -+ anj-Vm, paracada j=1,...,n.

Deste modo podemos construir a sequinte matriz

ai ap ... An
a azp ... Qi

€ hdmxnUR)
Anl Am2 ... Qmn

que serd chamada de matriz da transformacdo T com relacdo as bases B e C e serd deno-

tada por [Tlgc.
Quando U =V e B =C usaremos a notagao [Tlz para denotar a matriz da transfor-
magao T com relagdo as bases B e B do espago vetorial (U, +,-).

Consideremos os exemplos:

Exemplo 9.79 Sejam (R3,+,-), (R% +,-) espacos vetoriais reais (onde + e - sdo as
operacées usuais de R® e R?, respectivamente) e a transformacdo linear (verifique!)
T:R3 — R? dada por

T(xy,2) = (x+y,x—2), (x,y,z) ER’. (%)
Encontre a matriz de T com relagdo as bases candénicas de R® e R?, respectivamente.

Resolucao:
As bases canénicas de R3 e de R? sdo

B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C={(1,0),(0,1)}
—— S —— ——

“u 2,y Zu3 =V =v2
respectivamente.
Como
Tlw) =T((1,0,0)) 2 (1,1) =1 (1,0)+1-(0,1) = 1_wi+_1_-v,
=ar =az
T(w) = T((0,1,0)) = (1,0) =1+ (1,0)+0-(0,1) = 1_vi +_0_-vs,
=ai2 =az2
T(us) = T((0,0,1)) = (0,=1) =0 (1,0) + (=1) - (0, 1) = _O_+w + (=1) v,
~——
=13 =ay3
teremos

11 0
(Tlge = R [ € Mays(R).
azy az ax 1 0 —1
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Exemplo 9.80 Sejam (R3 +,-), (R? +,-) espacos vetoriais reais (onde + e - sdo as
operacbes usuais de R® e R?, respectivamente) e a transformagdo linear (verifique!)
T:R3 — R? dada por

Tx,y,2) = (x+y,x—2), (y,z) €R. (%)

Encontre a matriz de T com relagdo as bases B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R3 e
D ={(1,1),(0,1)} de R*.

Resolucao:
As bases de R3 e de R? sdo

B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C={(1,1),(0,1)}
—— —— —— N~

=uy =u, =uz =v; =v,

respectivamente.
Como

T(w) =T((1,0,0) 2 (1,1) =1 (1,1)4+0- (0,1) = 1_wi +_0_w,
2,00 =T (L1 + (=1 (0,1) = v+ (1) v,

=az1

T(ul) = T((O) 1)0))

=an

teremos

Il
-~
O_A

[
I o
~_
m
=
X
w
Z

an a2 ags

(Tlgp =
azr Az az
O

Observagao 9.81 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais de dimensédes finitas
com bases B ={wy,...,uy} e C ={vq,...,vn}, respectivamente.

Fizemos i € {1,...,n} ej € {1,...,m} e definamos Ty; € Z(U,V) como na prova do
teorema ([T23), isto é, T; : U — V dada por

Tij(xru]-l----—l-xn-un)ixi-vj, X1y...yXn € R,

Notemos que
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Assim
[Tylge = Eji = (51(3,’11)%
onde
(G3,1) 1 se ()»1) = (kv 1)
5k,1 = oy
0 caso contrdrio
ou seja, para cada i € {l,...,n} e cada j € {1,...,m}, a matriz E;; possui todos as

entradas nulas, com ezcegao daquela que ocupa a j-ésima linha, da i-éstma coluna,
cujo valor € 1.

9.5.2 Propriedades da Matriz de uma Transformacgao Linear

Proposigao 9.82 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais de dimensdo finita
com bases B e C, respectivamente.
SeT.Se Z(WV) eAeR entdo
[T+A-Slge=I[Tlgec +AI[Slze.
Prova:
Consideremos B = {uy,...,uy}, C ={vi,..., v} bases de (U,+,-) e (V,+, ), respectiva-
mente, [Tlgc = (ai;) e [Slpe = (by).
Com isto teremos
(T+A-S) () =T(w) +A-S(y)
= ((l]j A% +"'—|—Clmj 'Vm)‘i‘}\‘ (b]j Vg —|—"'+bmj -Vm)
= (Cl1j +7\b1j) R R ((lmj + }\bmj) * Vi

e, desse modo,

ap +Abyy -+ Qi + Abgn
[T+A-Slge = : :
am1 +Abg o+ Amn + Abgn
app 0 Qg by - b
= : : + A
G+ -+ Qmn bml R bmn
= [Tlge + A I[Slge,

completando a demonstragao.
|

A seguir temos dois resultados que nos fornecem exemplos béasicos associados a matrizes
de uma transformgdo linear:
Proposicao 9.83 Sejam (U,+,:) e (V,+,:) espagos vetoriais de dimensao finita com
bases B e C, respectivamente.

SeTe Z(U,V) € a transformacgao linear nula entdo

[Mse =0.
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Prova:

Sejam B = {uy,...,un} e C ={vi,...,v,,} bases de (U, +,-) e (V,+, -), respectivamente.

Se T € Z(U,V) entdo T(u) = O para todo u € U, logo

T(wy) =0 :\QJ-w +---+\(z/-vm, paracada j=1,...,n,
=ayj =0mj
ou seja, a;; = 0 para todo 1 <1 < metodo1 <j <, isto ¢, [Tz = O, completando a
demonstracgao.
|

Proposicao 9.84 Sejam (U,+,-) espago vetorial de dimensao finita e B, C duas bases
de U.
Se Iy € Z(U) € o operador 1dentidade em U entdo

[Iulpec = Meg.

Prova:
Consideremos B = {uy,...,u.}, C = {vq,...,v,} bases de (U,+,-) e (V,+,-), respectiva-
mente.
Para cada 1 <j < n, como u; € U e B ¢ base de (U,+,-) segue que existem escalares
X5y - -, Oy € R tais que
W= oy Vi + s+ Oy Vi (%)

Logo
Mep = (o5). (%)
Mas
Tu(yy) = u 0y - V1 s+ O - V.
Logo

[Tulse = (o),
ou seja, de (**) e da igualdade acima, teremos [Iylgc = Mcp, como queriamos demonstrar.
|

Proposigao 9.85 Sejam (U,+,-), (V,+,-) e (W,+,-) espacos vetoriais de dimensdo finita
com bases B, C, e D, respectivamente.
SeTeZ(UV)eSeZ(V,W). entdo

[SoTlgp = [SlepTlse.

T S

w
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Prova:

Consideremos B = {u,...,un}, C = {vi,...,vn} € D = {wy,...,W,} bases de (U,+,-),
(V,+,-) e (W, +, -), respectivamente

Sejam [T]B,c = ((Xij) e [S]C,D = (Bw)-

Com isto temos que

T(w) =5 v+ + &pj - Vm, paracada j=1,...,n. (9.86)
S(vi) =Bik-wi+ -+ Bpx-Wp, paracada k=1,...,m. (9.87)

Logo, para cada 1 <j < n teremos

SoTl(w) =STw) ='s <Z o 'vi> TEEY - S(w)
i=1 i=1

P
=1

m P m
= ; g5 - (; Pri - Wk) = Z (; Bki%’j) - W

k

Portanto,
e [Apéndice I]
[SoTlgp = (Z Bki%') Apendice ! (Slep[Tlae,
i=1

como queriamos demonstrar.

Como consequéncia temos a

Proposigao 9.88 Sejam (U, +,-), (V,+,-) espagos vetoriais de dimensdo finita com bases
B e C, respectivamente.

Se T € Z(U,V) possui transformacdo inversa T~ € Z(V,U) (isto é, T é um isomor-
fismo de U e V) entdo

Prova:
Como T é uma transformagéo linear bijetora (isto é, é um isomorfismo de U em V) segue,

do corolario(E7H), dim(U) = dim(V) = n.
Logo, da proposicdo acima temos
_ [prop. (E=3)] _ [prop. (E223)]
MselT es prop. (£ ToT ee = [vlee prop. (E53) Mee =1,

=Iy

onde I,, é a matriz identidade de ordem n.
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Analogamente,

T esMse=0" oTlss = lulss = Mps = L.

=Iy

Portanto, [T*1]C,B = [T]g}c, completando a demonstracao.

|
Proposigao 9.89 Seja (V,+,-) um espaco de dimensdo finita.
SeTe Z(V)eB eC sao bases de (V,+,-) entdo
[Tlee = MeglTlgsMge.
Prova:
Da proposigdo (E24) temos que
Ivlge =Meg e [Ivles = Mpe. (%)
Logo
Mes!T]ssMae = (IvlgclTlsallvies rop (3 Ivlsc [w]c,zs
=T
= [IvlpclTle s prop. (=) Iy o Tlee
7
= [Tlee
completando a demonstragao.
|

Exemplo 9.90 Sejam (R? +,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?) e B={(1,1),(1,—1)} uma base de R* (verifique!).
Consideremos T € £ (R?) tal que
10
Tss = .
BB (o 5)

Encontre mc,c, onde C é a base candnica de R>.

Resolucgao:
Da proposigao acima, temos que

[Tlee = MeglTlgsMae

logo para completarmos o exemplo basta encontrarmos as matrizes de mudanga de bases M¢p
€ Mlgc.
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Para isto, se B ={(1,1),(1,—1)} e C ={(1,0),(0,1)} teremos
—— —— —— ——

=uy =uy =e =e;
exerc161o] ] 1 ]
er = (1,0) 7 (1,1)+ Z (1,—-1) = 5 u1—|—§~u2
exerc1c1o] ] 1 -
= (0,1) 7 (1,1) — 7 (1,—-1) = 5 u1+7~u2,
além disso
wm=11=1-(1,004+1-(0,1)=1-e1+1-e;
w=(1,-1=1-(1,00+(=1)-(0,1) =1-e1+ (1) - e,
assim
11
Mpge = € Mes =
T 1 -1
2 2

Poderiamos ter obtido a matriz M¢p calculando a matriz inversa My, (ou vice-versa).
Logo, da proposicao acima, segue que

[Tlee = MeglTlgsMae

1T 1
. (1 1 ) <1 O) 2 2 [exeﬁicio] (3 —2)
1 -1 05 1 _1 -2 3
2 2

Observacao 9.91 Podemos obter a expressao do operador linear T do exemplo acima.
Para 1sto observamos que

[T e lmea’r]

T((x,y)) =Tk (1,0) +y - (0, T)] x-T((1,0)) +y - T((0, 1))

[[Me,c= ]

-2 3

= x-[3-(1,0)=2-(0, D] 4+y-[-2-(1,0)+3-(0,1)]
=X (3)_2) +y ' (_233) = (3X_zy)3y _ZX)) (X)y) € RZ)

ou seja,
T((X>y)) = (3X—21J,3y _ZX)) (X»y) € R?.

Com isto temos a:

Proposigao 9.92 Sejam (U,+,-) espaco vetorial de dimensdo finita com bases B e C,

respectivamente.
SeTe Z(UV)euel entdo

T(wle = [T clulp.
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Prova:
Sejam B = {u,...,u.}, C = {vi,..., v} bases de (U,+,-) e (V,+, ), respectivamente,
X110 Kn
Mee=| + . e
K1 0 Xmn
aq
ulp =
aTL
Logo teremos:
u=a-u+---+a, u, (9.93)
Tw) = -vi+- -+ - Vin, paracada j=1,...,n. (9.94)
Assim
() [T é linear]
Tuw) = Tlar-w+--+an-u) = a-Tlw)+-+a,- T(u,)
(=)
= ai(anvi+ -+ XV -+ anfotn - Vi - 4 o - Vi)
= ((11OC]1 -+ an(xln) Vi F e (a1(xm1 +---+ an(xmn) *Vmy
ou seja,
Qg+ An Xy exercicio X1 ot Kgn aj
[T(wle = : = R
a1 Xmi + -+ anXmn K1 o Xmn an

isto é, [T(u)le = [T]gc[ulp, como queriamos demonstrar.
|

Proposicao 9.95 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais de dimensao finita com
bases B e C, respectivamente e T € Z (U, V).

Entdo T é um isomorfismo de U em V se, e somente se, a matriz [Tlgc admite
matriz inversa.

Prova:

Sejam B ={uy, - ,unte C ={vy, -+ , v | bases de (U,+,-) e (V,+, ), respectivamente.

Com isto temos que [T]gc € My (R).

Se T & um isomorfismo de U em V entdo dim(U) = dim(V) = n e, pela proposigio (F=3),
seque que a matriz quadrada [T]zc possui matriz inversa dada por [T~ ']c .

Reciprocamente, suponhamos que a matriz (quadrada) [T]zc admita matriz inversa.

Em particular, como a matriz acima é quadrada deveremos ter n = m, isto é, dim(U) =
dim(V) =n.

Para completar a prova, pelo corolario (E217), basta mostrar que o operador linear T é
injetor.
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Para isto seja u € A47(T), isto &,
TwW=0=0vi+---4+0-vp, = [T(wle=(0).

Entéo, da proposigdo (E0I2) segue que

[prop. _(EEZZ)]

[T e sT(W)le

)

(g = Mu(wls = (T o T (W)]z = [T (T(w)ls
[prop. (E=3)] _ _
PP 2 [T]B,]C [T(U)]c = [T]Bjc(o) = (O)>
=(0)
onde (0) denota a matriz coluna de tamanho n x 1 identicamente nula.
Logo
portanto A/ (T) = {O}, assim o operador linear T é injetor, mostrando que T € .Z(U,V) é um
isomrfismo de U em V, completando a demonstragao.

Para finalizar temos o

Exemplo 9.96 Sejam (R?, +,:) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?).
Verifique se a transformacgdo linear (verifiqgue!) T:R? — 2(R) dada por

T(a,b) =p, (qa,b) €R?,
onde
p(t) =a+ (a+b)t, teR,
é um isomorfismo de R> em Z;(R).
Resolucgao:
Consideremos B ={(1,0), (0,1)} e C ={po, p1} (onde po(t) =1, p1(t) =t, t € R) as bases

candnicas de R? e #;(R), respectivamente.
Como

[T, 0DI(t) =T=po(t) e [TO,NI(t) =t=pi(t), tek,

segue que matriz da transformacdo linear T com relacdo a estas bases serd dada por

Tlse = (} ?) .

Como det{[T]gc} = 1 # 0 segue (ver Apéndice I e II) que a matriz [T]ze admite matriz
inversa.
Logo da proposicdo acima temos a transformacdo linear T é um isomorfismo.

9.6 Exercicios



Capitulo 10

Exercicios Resolvidos

Neste capitulo resolveremos alguns exercicios relacionados com tépicos desenvolvidos nos
capitulos anteriores

Exemplo 10.1 Sejam (%;(R),+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de Z;(R)) e T: Z5(R) — Z,(R) dada por

Tp)=p'+p", pe A2(R).

Mostre que T € um operador linear em £2;(R), encontre uma base e a dimensdo do
nucleo de T e uma base e a dimensao da tmagem de T.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que T € Z(Z(R)).
Nicleo de T:
Lembremos que p € #(R) se, e somente se, existem a,, a;, a; € R tais que

p(x) = ao + arx + ax?, x €R. (%)
Logo
p'(x)=ar+2ax e p’(x)=2a, xeR. (k)
Logo p € A4 (T) se, e somente se, p’ + p” = 0 ou, equivalentemente,

a; +2a; =0

p'(x) +p"(x) =0, x € R &% (@) +2a%) +2a, = 0, x € R &= {2 )
a; =

=(a1+2az)+2azx

cuja Gnica solugdo serd a; = a; = 0.

Desta forma, de (*), temos que p € A4(T) se, e somente se, p(x) = a,, x € R, isto &,
P = aoPo, onde po(x) =1, x € R (veja que p, € Z(R)).

Logo {p,} serd uma base de .4 (T), em particular, dim[.4"(T)] = 1.

Imagem de T:

Como B = {PmPth}, onde

po(x) = 1) P](X) = Xy Pz(X) =X y XE€ R»
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é uma base de #;(IR) que completa a base de .4/ (T) vemos que, pela demonstragdo do teorema
(B=8), C = {T(p1), T(p2)} serd uma base da imagem de T, assim dim[T(Z;(R)] = 2.
Observemos que

[Tp)l(x) =p10x) +p7(x) "= "1,
[T(p2)l(x) = p5(x) + pj(x) 2] 2x+2, x€eR.

Exemplo 10.2 Sejam (M;(R),+,:) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de M;(R)) e T: M3(R) — M;(R) dada por

(1 4
ondeA-(2 3>.

Mostre que T € um operador linear em M;(R), encontre uma base e a dimensao do

T(X) = AX+X, Xe M,y(R),

nucleo de T e uma base e a dimensao da tmagem de T.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que T € .Z(M;(R)).
Ntcleo de T:
Observe que
T(X) =(A+1)X, Xe&M;R),

onde I, é a matriz identidade de ordem dois.

Logo se
a b
X =

vemos que X € A4 (T) se, e somente se,

SIENEREIENT

a+2c=0 a=-—2c
— — )
b+2d=0 b=-2d
ou, equivalentemente

X — —2c —2d\ [-2 —O+O—2d .. —zo+d_ 0 -2
|\ ¢ d /) ¢ o0 0 d | 1 0 o 1])°
—— ——

~A, 2A,

Notemos que o conjunto B ={A;, A,} é Li. (verifique!) logo serd uma base de .4/ (T), em
particular, dim[.4/"(T)] = 2.
Imagem de T:
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Utilizando o teorema do completamenteo, iremos encontrar matrizes Az, A4 € M;(R) tais
que {A1, Az, Az, Ay} € uma base de M;(R).
Isto é equivalente a encontrar A3 e A4 tais que a tnica solugdo da equacdo matricial

“'A1+B'A2+Y'A3+5~A4:\O/ (%)
EM;(R)

seja a solugdo trivial, isto é, a matriz nula de ordem 2 (pois neste caso as quatro matrizes
serdo li. e assim formardo uma base de M;(R))).
Consideremos

Substituindo em (*)

(Pl ) 8 ()= 60)

que equivale & equagdo matricial (verifique!)

~+ c N ®
=2 ™K
©c o o o

que admite uma Unica solugdo se, e somente se, o determinante da matriz de ordem quatro
B for diferente de zero.
Mas
det(B) = —(2c + a)(2t +y) + (2z + x)(2d + b),

assim det(B) # O se, e somente se,
(2z4+x)(2d +b) # (2c + a) (2t + y). ()

Dessa forma, por exemplo:

el ) e e () ()

satisfazem a condigdo (**) (verifique!).

Segue da demonstragdo do teorema (EBH) que {T(A;), T(Az)} € um base de T(M;(R) ,
assim dim[T(M;(R)] = 2.

Notemos que

()9 r(()- (23
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Exemplo 10.3 Sejam (R3, +,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operacbes usuais
de R3).

Determinar um operador linear T : R3 — R® cuja 9magem seja gerada pelos vetores
(1,2,0) e (1,1,1).

Resolugao:
Como v; = (1,2,0) e v; = (1,1, 1) sdo linearmente independentes (verifique!), o subespago
gerado por estes vetores tem dimensao dois.

Como
dim(R?) = dim[/(T)] + dim[T(R?*)] = dim[.4(T)] = 1.
=3 -

Logo, a transformagdo procurada devera ter, necessariamente, niicleo unidimensional, por
exemplo, gerado pelo vetor u; = (0,0, 1), isto é, B = {u;} é uma base de .4(T).

Logo a base canénica de R3, B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)}, € uma base de R que contém

— ——
=u, =ug

o vetor u;.

Segue da demonstragio do teorema (E58) que {T(u;), T(u3)} ser4 uma base de T(RR?).

Como {v;,v,} também é base de T(R?) basta definirmos, por exemplo,

T(1,0,0) =(0,0,0), T(0,1,0) =(1,2,0) e T(0,0,1)=(T,1,1). (%)

Como conhecemos o operador linear T em uma base de R? (no caso a base canédnica) segue
que podemos encontrar a expressio para T((x,y,z)), para qualquer (x,y,z) € R3.
Para isto basta observarmos que

T((X,U,Z)) =Tlx- (]>0>0)+y ) (O)])O)+Z’ (O>O>”]

[T é linear]

= XT((])O)O))"'UT((O)])O))+ZT((O)O)1))
—_—— —_—— —_——

“0,0,0) “1,2,0) o
=X (O)O)O) +1J : (])2)0) +z- (1)1)1) - (y +Z,2y +Z>1)) (X>U)Z) € R3)

ou seja, T:R® — R3 dada por

tem as propriedades pedidas (verifique!).

Exemplo 10.4 Sejam (%;(R),+,-) e (Z5(R),+,-) espagos vetoriais reats (onde + e -
sdo as operagdes usuais de Z;(R) e P5(R), respectivamente).

Determinar T € Z(3(R), 2:(R)) cujo nicleo seja gerado pelos polinémios p,q €
P5(R), onde

px)=1+%x> e qx)=1—-x% x€eR.
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Resolucao:

Como p,q sdo li. em Z5(R) (verifique!), teremos que dim[4(T)] = dim([p,q]) = 2,
assim

dim[#3(R)] = dim[//(T)] + dim[T(23(R))] = dim[T(23(R))] = 2,
M =2

ou seja, a imagem da transformagdo T procurada deveré ter, necessariamente, dimensdo dois.

O primeiro passo é utilizar o teorema do completamento, para completar o conjunto
formado pelos vetores p, q a uma base de Z;(R).

Para isto, basta acrescentarmos, por exemplo, os polinémios p,,p; € ;(R), onde

po(x) =1 e P](X) = X, XE& R.

De fato, o conjunto {p, q,po,p1} € uma base de Z;(R), pois

xXp+P-q+y-po+d-pr=0

a.p(x)+ B.q(x) +v.polx) +0pi(x) =0, xR <
(T+X)+B.(1—X) +y.14+0x=0
(+v+8)+ox—pPxl+ax*=0, xeR

e isto ocorrera se, e somente se, x = 3 =y =6 =0, logo {p, q,Po, P1} € um conjunto Li. em
P5(R) e como dim[Z5(R)] = 4 segue que {p, q, po, P1} serd uma base de Z;(R).

Assim, as imagens dos polinémios p e ¢, pela transformagdo T procurada precisam, ne-
cessariamente, ser linearmente independentes.

Para isto, consideremos T € Z(%;(R), #,(R)) tal que

T(Po) =Py T(p1)=p1, Tlp)=0 e T(q)=0.

Deste modo T(Z%(R)) = [po, p1l, logo terd dimensdo 2 e A4 (T) = [p, ql, como queridmos.
Se p € Z;(R) sabemos que existem a,, a;, a;, a; € R tais que

p(x) = ao + arx + ax* + azx®, x €R.

Podemos reescrever o polinémio p da seguinte forma

p(x) = (a0 + a2 —a3). 1 +ar x_ +a3(1+%°) —a (1 —%?)

=Po(x) =p1(x) —p(x) —=q(x)
= (ao + az — a3).po(x) + ar.p1(x) + az.p(x) — az.q(x)
=[ac+a;—a3) - pot+ar-pr+a3-p—ay-qlix), xeR.

Logo

Tp)=Tllap+a—az) - po+ar-pr+az3-p—a-ql)

[T é linear]
= (ap+a—a3) - T(po)+ar-T(p1)+az - T(p)—az-T(q)
O (0]
=Po =P1 = =

:(ao+02—03)'Po+01'P1>
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onde
P=0, Potar-pr+ay-pr+az-p: e F3R).

Com isto temos que T definido desta forma satisfaz as propriedades requeridas.

Exemplo 10.5 Sejam (22,(R),+,:) e (R,+,:) espagos vetoriais reais (onde + e - sao as
operagbes usuats de ;(R) R, respectivamente).
Considere T: #,(R) — R dado por

1
1) = | pixldx, pe 2R
0
Vimos anteriormente que T € Z(%;(R),R).
Encontre a matriz da transformacgao linear T com relagdo as bases candénicas de
P (R) e R, respecticamente.

Resolucgao:
Sejam B = {po, p1,p2} € C = {\1/} as bases de Z%;(RR) e de R, respectivamente, onde

=u

po(x) = 1) p1(X) = X, pz(X) =X y X€ R.

Temos
rl N
T(pO):uopO(X)dX:uo dx=1=1- ju :1-u,
rl rl 2
- B Xt 1 1
T(Pﬂ—uopl(x)dx—doxdx_jlx_o_z_z.\j:_z.u
rl rl 3
_ N O S s L T
T(pz)—“opz(x)dx—dox dx = 3)|X:0_3_3 :1(_3 u.

Assim, a matriz de T com relagdo as bases candnicas de Z,(R) e R, respecticamente sera
dada por

(Tlpe = <1 % l;) € Mi3(R).

Exemplo 10.6 Sejam (9(R),+,:) e (Z5(R),+,-) espagos vetoriais reats (onde + e -
sdo as operagdes usuais de Z5(R) e P5(R), respectivamente) e T : 225(R) — F;(R) dado
por

T(p)=p', peFAR).

Vimos anteriormente que T € Z(5(R), Z,(R)).
Encontre a matriz da transformacao linear T com relagdo as bases candénicas de

Z3(R) e 2 (R).
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Resolucao:
Sejam B = {p,, p1, P2} € C = {po, p1} a bases de H;(R) e de Z,(R), respectivamente, onde

po(x) = 1) P1 (X) = Xy pl(x) = X2> x € R.

Temos

[T(po)l(x) = po(x) = 0 = 0.po(x) + 0.p1(x) + 0.p2(x)
=[0-po+0-p1+0-pallx),

[Tp)](x) =p1(x) =1 = 1.ps(x) + 0.p1(x)x + 0.p2(x)
=[1-po+0:-p1+0-pallx),

[T(p2)I(x) = pa(x) = 2x = 0.po(x) + 2.p1 (x)x + 0.p2(x)
=[0-po+2-p1+0-pa(x),

[T(p3)l(x) = pj(x) = 3x* = 0.po(x) + 0.p1 (x)x + 3.p2(x)
=[0-po+0:-p1+3-padx), x€R.

Logo a matriz da transformacao linear T com relacdo as bases candnicas serd dada por

Tlge =

)

o o O
o o =
o N O
w © O

Observagao 10.7 A matriz actma é uma matriz triangular superior.

Exemplo 10.8 Sejam (R3,+,:) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?) e T:R?> — R3 dada por

Mostre que T é um operador linear em R> e encontre as matrizes da transformacao
linear T com relagdo a base candnica B de R3, isto €, [T]g e com relacdo & base C de R?
formada pelos vetores

u= (1)1)2)> V= (_])])0)) w = (_])_1)]))
isto €, [Tlc.
Resolucgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € Z(R).
Com relagdo & base canénica B ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} temos:
e e e

=ey =e; =e3

T(e;) =T(1,0,0) = (1,0,1)=1-e14+0-e;+1-¢e3
T(eZ) :T(O)])O) :(O)])]) :0-61—{—] '€2+1 - e3
T(e3) :T(O)O)]) :(])])2) =1 '61—|—] '€2+2'€3.
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Portanto,

=

aQ

|
—_ 0 —
—_— O
N =i =

T(w) =T(1,1,2) =(3,3,6) =3u=3-u+0-v+0-w
T(V)ZT(_1,1,O):(—1,1,0):\)20u_|_] v+0-w
Tw)=T(-1,-1,1)=(0,0,0) =0-u+0-v+0-w.

Portanto,

Te =

S O W
o = O
o o O

Exemplo 10.9 Sejam (U, +,-) um espago vetorial de dimensdo finita e T um operador
linear 1dempotente definida em U (ver definigdo (IT7R)).
Pela proposi¢do (TEA), seque que

U= A4(T)e T(U).

Seja B uma base de U formada pelos vetores uy,...,u,, que formam uma base de
N (T), juntamente com vy,...,vq, que formam uma base de T(U).
Encontre a matriz do operador linear [T]g.

Resolucao:
Como u; € A(T), paraj=1,---,p, segue que

Tu)=0=0-w+-+0-u+0-vi+-+0-vg. (%)

Para cada j = 1,---,q temos que T(v;) € T(U) e v, ---,vq € uma base de T(U), logo
existem escalares o; € R, i =1,---, g tais que

T(v;) = oty -vi+ -+ otgj - Vg

=0-u+--+0-uy+ogj v+ -+ &g - Vg ()

Logo de (*) e (**) segue que a matriz do operador linear idempotente T serd da forma:

0 0 0 0
Tlr =
[]B 0 0 X1 (X]q
O --- 0 Xq1 c Kgq

Observacao 10.10 Uma matriz quadrada do tipo acima serd denominada matriz de bloco
e, como veremos, terd um papel importante no capitulo 11.




Capitulo 11

Autovalores e Autovetores

11.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

Defini¢ao 11.1 Seja (V,+,-) espacgo vetorial real (ou complezo) e considere um operador
linear T € Z(V) e um subespago vetorial U do espago vetorial (V,+,-).

Se a imagem de U por T for um subconjunto de U dizemos que U (isto €, se T(U) C U)
diremos que o subespaco U é um subespago invariante pelo operador linear T.

Observacao 11.2

1. Na situagdo da definigdo actma podemos definir a restrigdo do operador linear T ao subespag
que serd denotada por T, da seqguinte forma: T, : U — U dada por

T,(w)=T(u), uel.

2. Com 1sto temos que T, € Z(U).

A verificagao deste fato serd deixada como ezercicio para o leitor.

3. Como veremos no proximo capitulo, isto facilitard muitas vezes a compreensao
de alguns tipos de operadores lineares, estudando os mesmos em subespagos de
dimensdes menores.

4. Notemos que os subespacos {0} e V sdo invariantes por qualquer T € £ (V).

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

5. Vejamos o que € preciso acontecer para que exista um subespago invariante de
dimensao, por exemplo, um.
Primeiwramente precisamos que V # {O}.

Como todo subespac¢o de dimensao um € gerado por um vetor mao nulo u € V,
temos que
U=muc<cv, u#0
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serd invariante pelo operador linear T se, e somente, se para todo x € R (ou C,
no caso de espago vetorial complezo) tivermos

T(oe-u) € [ul,

ou seja, se existir um escalar B € R (ou C, no caso de espago vetorial complezo)
tal que

que para o # 0, € equivalente a existir um escalar € R (ou C, no caso de espago
vetorial complezo) tal que

para algum u # O. Isto sugere a sequinte definicdo:

Defini¢ao 11.3 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real (ou complezo) e T € £ (U).

Diremos que um vetor, nao nulo, u € U é um autovetor do operador linear T se ezistir

um escalar A € R (ou C, no caso de espago vetorial complezo) tal que

T(u) =A-u.

Observagao 11.4 Seu#0 eA\,n € R (ou C, no caso de espago vetorial complezo) sdo
tais que

Tu=Au e T(u=p-u

entao deveremos ter

A= L.

De fato, pois

A—pw - u=Au—p-u=Tu —-T(u =0

ou seja, A = L.

Definigao 11.5 Sejam (U,+,:) um espago vetorwal, T € Z(U) e uw um autovetor do
operador linear T.

Um escalar A € R (ou C, no caso de espago vetorial complezo) tal que T(u) =A-u

serd denominado autovalor do operador linear T associado ao autovetor u.

Observacao 11.6 Na situacao da definicao actma temos que u € U satisfaz

Tu)=A-u & O0=Tu) —A-u=T(u) —A-Iyu) = (T—A-ITy)(u),

onde Iy : U — U € o operador linear identidade em L.

Logo u € U satisfaz

Tu)=A-u & ue S (T—AIy).
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Portanto, para cada A € R (ou C, caso de espago vetorial complezo)
VA ={uel: T(u)=A-u=A4(T—A-Iy)

serd um subespago vetorial do espago vetorial (U, +,-).
Com 1sto temos a:

Definigao 11.7 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (ou complezo), T € Z(U) e A
um autovalor do operador linear T.
O subespago vetorial

VA ={uel:T(u) =A-ul=4(T—Aly)

serd denominado subespago préprio (ou auto-espago generalizado) associado ao autovalor A.
Sedim(U) < oo, a dimensdo de V() serd finita e denominada multiplicidade em geométrica do

Observacao 11.8

1. Na situagdo actma se u € V(A), u # O, da definicao de V(A), seque que o vetor u
serd um autovetor do operador linear T associado associado ao autovalor A (pois
Tw)=A-u).

2. V(A) € um subespacgo invariante pelo operador linear T, isto €,

TIV(A)l C V(A).

De fato, u € V(A) entdo
T(uw) =A-ue V()

pois V(A) € subespaco vetorial de (U, +,-).
Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 11.9 Sejam (R?, +,:) espaco vetorial real (onde + e - sdGo as operagbes usuais
de R?) e T:R? — R? dada por

T(X>y) = (y)4x)> (X)y) € ]Rz.

Mostre que T € Z(R?) e encontre todos os autovalores de T, os respectivos subespagos
proprios e a multiplicidade geométrica de cada autovalor.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € .Z(R?).
Observemos que A € R é um autovalor de T se, e somente se, existir (x,y) # (0,0) tal que
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ou seja, se, e somente, se existir (x,y) # (0,0) tal que
(y,4x) = (Ax, Ay).
Isto é equivalente a dizer que o sistema linear

—Ax+y=0
4x —Ay =0

possui, pelo menos, uma solugdo ndo trivial.
Por sua vez, isto acontecera se, e somente se, o determinante da matriz dos coeficientes

(70

det(A) = A* — 4,

desse sitema linear

for igual a zero (ver Apéndice II).
Como

vemos que os Unicos autovalores (ambos reais) de T séo
}\1 =2 € 7\2 =2.
Logo

V(=2) ={(x,y) e R*: Tl(x,y)l = =2 (x,y)} ={(x,y) € R?: (y,4x) = -2 (x,y)}
={(x,y) e R? :y = —2x} = {(x,—2x) : x € R}
[(x,—2x)=x-(1,~2)]

= (1,-2)L

Assim, a multiplicidade geométrica do autovalor —2, que é a dimensdo de V(—2), sera
igual a 1.
De modo anélogo, temos:

V(2) ={(x,y) e R*: Tl(x,y)l =2+ (x,y)} ={(x,y) € R*: (y,4x)
=2-(xy)}={(xy) e R*:y =2x} ={(x,2x) : x € R}
[(x,ZXJ;x-(LZH [(1)2)]'

Logo, a multiplicidade geométrica do autovalor 2, que é a dimensao de V/(2), sera igual a

Note que u; = (1,—2) é um autovetor associado ao autovalor —2 e que u, = (1,2) é um
autovetor associado ao autovalor 2 e, além disso, eles sdo 1.i. (verifique!), ou seja, o espago
vetorial (R?, +,-) possui uma base formada por autovetores u; e u, do operador linear T, a
saber, B = {u,u,}.

Exemplo 11.10 Awnda com relagao ao exercicio anterior, encontre a matriz do opera-
dor linear T com relagao a base B, formada pelos autovetores de T.
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Resolucao:
Observemos que

lexercicio]

[exegicio]

T((1,2))=(2,4) = 0-(1,-2)+2-(1,2).

Logo, a matriz de T com relagao a esta base serd a matriz diagonal

-2 0
[T]B=<O 2)-

Observacao 11.11 No ezemplo acima, eziste uma base do espaco vetorial (R?, +,-) for-
mada por autovetores do operador linear T e a matriz do operador linear T em relagao
a essa base € uma matriz diagonal, cuja diagonal principal € formada pelos autovalores
do operador linear T.

Exemplo 11.12 Sejam (R?, +,-) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?) e T:R? — R? dada por

T(X>U) = (_U»X)) (X>U) S Rz.
Mostre que T € Z(R?) e encontre os autovalores de T.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € .Z(R?).
Observemos que A € R é um autovalor de T se, e somente se, existir (x,y) # (0,0) tal que

T(X)y) =A- (X)y))
W—/
(7U>X)
ou seja, se, € somente se, existir (x,y) # (0,0) tal que
(—y,x) = (AX, )\U)
Isto equivalente ao sistema linear

Ax+y=0
x—Ay =0

possuir uma solugdo nao trivial.
Isto acontecera se, e somente se, o determinante da matriz

()

det(A) =N —-1=—A"—1) <0,

for igual a zero.
Como

vemos que nao existem autovalores (reais) associados ao operador linear T.
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Exemplo 11.13 Sejam (£,(R),+,-) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagées
usuats de Z,(R)) e T: Z,(R) —» Z,.(R) dada por

T(p) =p', pe Zu(R).

Mostre que T € Z(Z,.(R)) e verifique que A =0 € o unico autovalor associado a este
operador linear.
Encontre V(0).

Resolucgao:
Vimos anteriormente que T € .Z(Z,(R)).
Observemos que A € R é um autovalor de T se, e somente se, existir p # O tal que

Tp)=Ap & p'=Arp & p'x) =Apx), xeR.

Se
P(x)=ao+aix+---+ax", xeR,
como
p'(x) =a; +2ax - +nax""", x€R,
segue que

1

p'(x)=Apx), xeR & a;+2ax - +nax" =Ala, + arx + -+ ax"), xR,

ou, equiavlentemente,
Aao —ar) + (Aa; —2a2)x - - 4+ (Aan_1 —na )X '+ Aanxn =0, x € R,
o que implicarg, se A # 0,
Qo =+ = Un,

ou seja, p = 0 € Z,(R).
Desta forma, se A # 0 segue que A ndo serd autovalor do operador linear T.
Por outro lado, se A = 0, entao

T(p)=0p & p'=0

que apresentard como solugao todos os polindmios que sao constantes.

Logo, A = 0 é o tnico autovalor do operador T associado ao, por exemplo, ao autovetor
p = 1. (o polindmio constante igual a 1).

Com isto temos que

VO)=A[T—0-1 = 4(T) = [1],

isto é, serd o subespago gerado pelo polinémio p = 1, em particular a multiplicidade geomé-
trica do autovalor A = 0 (isto é, dim[V(0)]) sera 1.
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Exemplo 11.14 Sejam (R3,+,-) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?) e T:R*> — R? dada por dada por

T(x,y,z) = (X)U>X)» (x,y,z) € Rg-

Mostre que T € Z(R3) e encontre os autovalores de T, os respectivos subespagos
proprios e a multiplicidade geométrica de cada autovalor.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € .Z(R3).
Observemos que A € R é um autovalor de T se, e somente se, existir (x,y,z) # (0,0,0) tal
que
T(x,y,z) =A- (X)U>Z)>
—
(%Y%)
isto é, se, e somente se, existir (x,y,z) # (0,0,0) tal que

(X) Y, X) = (}\X» 7\9) 7\2) .

Isto é equivalente ao sistema linear

(1—A)x=0
(1=Ay =
—Xx+Az=0

possuir uma solugdo nao trivial.
Isto acontece se, e somente se, o determinante da matriz

I-A 0 0
A= 0O 1—-A0
—1 0 A

for igual a zero.

Como det(A) = A(1 — A)?, vemos que os finicos autovalores de T sdo Ay = 0 e A, = 1
(sendo que este dltimo tem multiplicidade algébrica igual a 2).

Com isto temos que

V(O) = {(x,y,z) S RS : T(X>U)Z) =0- (X,y,l)} :{(Xay)z) S RS; (X>U>X) = (0) O)O)}
————

:(va ) x=y=0

0,0,2)=2-(0,0,1)]
: ):( : [(O>O»1)]

={(0,0,z) : z € R)}

Assim, a multiplicidade geométrica do autovalor O (isto é, dim[V(0)]) sera igual a 1.

V(]) = {(X,y,Z) € R’ : T(X)y)z) =1 (X>U)Z)} = {(X,y,Z) S Ra; (X)y>x) = (X,y,Z)}
—_———

:(X»y »X) X=Z

[(zyy,2)=y-(0,1,0)+2z-(1,0,1)]
EH= 0L =000 0.9 0), (1,0, 1)].

= {(Z) O)Z) VS R)}

Assim, a multiplicidade geométrica do autovalor (isto é, dim[V(1)]) sera igual a 2.
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Observagao 11.15 No ezemplo acima notemos que so autovetotes (0,0,1), (0,1,0),
(1,0,1) sdo l.1., logo B ={0,0,1),(0,1,0),(1,0,1)} serd uma base de R>.

Encontremos [T]g.

Para 1sto observemos que

T[(0,0,1)] =(0,0,0) =0-(0,0,1)+0-(0,1,0) +0-(1,0,1),
T[(O,],O)] = (0)150) =0- (0>0>1)+1 : (O)])O)+O (1>0>1)>
T[(])O)])] - (1)0)1) =0- (05051)+0(0)])0)+] ' (1>O>1))

ou seja,

[Tlg =

oS O© O

0
1
0

— O O

Conclusdo: no ezemplo acima, existe uma base do espacgo vetorial (R3, +,-) formada
por autovetores do operador linear T e a matriz do operador linear T em relagao a essa
base é uma matriz diagonal, cuja diagonal principal é formada pelos autovalores do
operador linear T.

Temos a:

Proposicao 11.16 Sejam (U,+,:) um espago vetorial real (ou complezo) e T € Z(U)

tal que wy,...,u, sao autovetores do operador linear T associados aos autovalores Ay,
..y A, TESpectivamente.
Se A\ # \j, para todo 1 # j entdo os vetores uy,...,U, sao linearmente independentes
em (u) + )
Prova:

A prova serd por indugdo sobre o numero de autovalores, isto €, sobre n.
Para n = 2 temos que, se

Br-w+P2-uw =0, (%)

aplicando T a ambos os membros, obteremos:

[T é linear]

TO)=TMBr1-w+P2-u) =" PBr-T(w)+P2- T(u)
=0 =AU =AUy

=31 (A -w) +B2- (A2 - up)
—_—
=A1-(B1-wq)
[(*)#ﬁ]'g:*ﬁzuﬂ A (

=B (A—=N)wy

—B2-uz) + B2 (A2 - uy).

Portanto,
B2-(A2—A)-uy=0.
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Como u; # O e, por hipétese, A; # A;, resulta que 3, = 0.
Logo, de (*), teremos
B1-w =0

e como u; # O segue 3; = 0.

Portanto, os vetores u; e u; sdo linearmente independentes.

Suponhamos, como hipétese de indugdo, que n — 1 autovetores associados a um operador
linear T associados a n—1 autovalores, dois a dois distintos, sejam linearmente independentes.

Devemos mostrar que o mesmo resultado vale para n autovetores associados a n autova-
lores, dois a dois distintos.

Sejam entdo uy,...,u, autovetores do operador linear T, associados aos autovalores A, ...,
An, que sdo, dois a dois, distintos.

Suponhamos, por absurdo, que os vetores uy,...,u, sejam linearmente dependentes.

Logo pelo menos um dos vetores uq,--- ,u, poderd ser escrito como combinacdo linear
dos restantes.

Para simplificar a notagdo, suponhamos que o vetor u; possa ser escrito como combinagao

linear dos vetores uy,--- ,u,, ou seja, existem escalares o, - - -, € R tais que
W =0 U+ -+ &y - Up. (11.17)
Aplicando T em ambos os membros da identidade acima obteremos entao
[T é linear]
Tw) =Tlog W+ + o w) = 0 T(w)+ -+ o - T(un),
~—— ~——— ——
=A1 =A2u2 =An-un
ou seja,
At w = (0A2) U + -+ (o An) - Un. (11.18)
~—

(=)
= &2 Up+-+on-Un

Com isto obteremos

Ao Uy + o 4 o Un) = (0A2) - up - (0t An) - U,
ou seja,
O=o0A—MN) w4+ (A —A) - upn

e pela hipétese de indugdo (na soma acima temos n — 1 autovetores associados a n — 1

autovalores que sdo dois a dois distintos logo os autovetores u,, - - - ,u, deverdo ser l.i.) segue
que
(A2 —A1) = = oA —Ay) =0.
Como A # A para j = 2,...,n, deveremos ter
o ==, =0.

Assim, pela equagdo ([T7), segue que u; = O, o que é impossivel pois u; é um autovetor
do operador linear T (logo u; # O), que nos fornece um absurdo, de onde podemos concluir
que uy,...,U, sdo linearmente independentes, completando a demonstragao.
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Proposigao 11.19 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo
finita e T € Z(U) tal que seus autovalores Aq,...,An, sdo todos, dois a dots, distintos.

Entao a soma dos subespacos proprios do operador T € uma soma direta, isto €,
para cada j =1,...,n, temos

VA NIVA) + -+ V(A1) + V(Aa) + - + V(AL = {0}

Prova:

A prova serd por indugdo sobre o niimero de autovalores distintos do operador linear T,
isto é, sobre n.

Para n = 2 temos que mostrar que V(A;) N V(A;) ={0O}.

Fixemos B; = {v%”, . ,vm} uma base de V(A1) e B, = {vgz), . ,vEﬁL} uma base de V(A;)

(estamos supondo que dim[V ()] = my, 1= 1,2).
(M m @)

Seu € V(A)NV(A;) entdou € V(A1) eu € V(A;), logo existem escalares o 'y« -+, Otmyy &y« - -

R tais que

u:ocg])~v%”+-~-+ocﬂ) vm
2

1
= ol WP Dy (11.20)

2 mp

Aplicando o operador T na identidade acima obteremos:

T(ocg”-vg”Jr---Jrocﬂ)-v(”):T(oc1 -vg +---+oc1(ﬁ) v,

2 Ymy
Como T é um operador linear, esta identidade serd equivalente a

o T 4ol T = o TP + -+ a2 TR, (11.21)

1 mp

Mas
T =AY =12 j=1,---,m,

subsituindo isto em ([T—Z0) obteremos

(M) - (DA ) = (dPA) v (@A) v

mp mp*

(11.22)
Multiplicando a equagdo ([I—20) por A; e subtraindo-a da equagdo ([I—2), obteremos

P A=A v e [

m2

2
A —A]-vi2 =o.

Como os vetores vgz), . ..,v%)z foram uma base de V(A;), segue que eles serdo li., logo

deveremos ter
0622)(7\2 —AN) == 061(121)2(7\2 — A1) =0.

Como A; # A, resulta que

aﬁ”:---:a&ﬁ;:o.

Logo, de (=), segue que u = O, ou seja, V(A;) N V(A;) ={0}.
Suponhamos agora, por indugdo, que a soma de n — 1 subespagos préprios do operador
linear T associados a n — 1 autovalores, dois a dois distintos, seja uma soma direta.

2
J O €
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Precisamos mostrar que este resultado é valido quando o operador linear T tem n auto-
valores, dois a dois distintos.
Para isto, cada j = 1,...,n consideremos uma base

B=m:i=1,---,m

de V(Aj). .
Note que para cadaj =1,necadai=1,---,my, o vetor v?)

é um autovetor associado ao

autovalor Aj, isto €,
T =AW (%)

e que m; é a multiplicidade geométrica deste autovalor (pois dim[(V(A;)] = my).
Seja
ue V)N IVAM) + -+ VM) + V(A ) + -+ V(AL

Como u € V(A)) eu € [V(A) +--- + V(A1) + V(Aj1) + - - + V(A,)] segue que existem

escalares ocgj), e ,oc%, ocg” +-- ,oc%jgj]), och”, e ,oc%?i € R tais que

uzocgj)~vgj)—i—'--+oc£1j3j .vg)j
= o v VI o T )y (11.23)

1

Aplicando T na identidade acima obteremos

(1) (1) ji—1 ji—1 G+1)
I((X] 'V] +...+o((]j]).v(]j])+o(]]

G+1)

VT e ad) iy

Como T é um operador linear, esta identidade serd equivalente a

o T+ o) T = o T o T
+ ocgjﬂ) : T(v%””) ot TV,
Subsituindo (*) na equagdo acima obteremos
j j ~ ~ 1 1
(o Ay ! e L) - vl = (o ) AT
— — +1 j+1
+ (o I Vi (A ) v e () v, (11.24)

Multiplicando a equagdo (ITZ3) por A; e subtraindo-a da equagdo (IT—4), obteremos

o (A = A1+ [ (A — )] Vi,

j—1

F T A =AW e e (A, = A = 0.

Usando a nossa hipoétese de indugdo, isto é, que n — 1 autovetores associados a n — 1
autovalores, dois a dois distintos, sdao l.i. segue que

A=A = =&AL = A) =TT A = A) == a (A, —A) = 0.

mj—1
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Como Aj # A, para todo i # j, obteremos

paratodoi=1,...,j—1,j+1,...,n
Assim, da equagdo ([T—23), resultard que u = O, ou seja,

V)N IVIM) 4+ V(M) + V(Aa) + -+ V(A)] ={0},

para todo j =1,--- ,n, completando a demonstragdo.

11.2 Polinémio Caracteristico

Nosso objetivo é fazer um estudo mais profundo dos autovalores associados a um operador
linear definido em um espago vetorial real (ou complexo).

Para isto precisaremos introduzir alguns conceitos e propriedades relacionadas como os
mesmos.

Comegaremos pela:

Definicao 11.25 Dada uma matriz quadrada A € M,,(R) defintmos o polinémio caracteristico associadc

denotado por pa, como sendo o polinémio obtido do determinante da matriz det(A —
ALL), isto €,
pa(A) = det (A —AlL),

onde 1, € a matriz identidade de ordem n.

Um outro conceito importante é introduzido pela:

Definigao 11.26 Sejam A,B € M, (R).
Diremos que a matriz A € semelhante a matriz B se existir uma matriz M € M, (R)

versivel tal que
A =MTBM.

Proposigao 11.27 Sejam A,B € M,(R).
Mostre que se a matriz A é semelhante a matriz B entdo a matriz B serd semelhante
a matriz A.

Prova:
De fato, se a matriz A é semelhante a matriz B entio existe uma matriz M € M, (R)
inversivel tal que
A =M7'BM,

gue implicard em

MAM™' = MM 'BMM~" = MM']BIMM '] = 1,,BL,, = B.
e
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Tomando-se N = M~', da identidade acima obteremos
B=N"AN,

isto é, a matriz B é semelhante a matriz A.

Observagao 11.28 No caso acima diremos que as matrizes A e B sao semelhantes.

Proposicao 11.29 Se A,B € M, (R) sdo matrizes semelhantes entdo seus polinémios
caracteristicos sao iguais, 1sto €,

PA = Ps-

Prova:
Como as matrizes A e B sdo semelhantes, existe uma matriz M € M, (R) inversivel, tal
que
A =M NM.

Logo

pa(A) = det(A —AL) = det(M'BM — AM'I,.M)
= det(M'(BM —AI,M)) = det[M (B — AL, )M]
[Apérilice 1] Apéri:lice 1] 1

det(M™") det(B — AL det (M) | PV

det(B — AL,) det(M)
= pB(}\)v

como queriamos demonstrar.

Observacao 11.30 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real (ou complexo) de dimensdo
finita, B e C bases de .
Lembremos que se T € Z(U) entdo

[Tle = MeslTlsMpe = IMpel ' [T]sMge,

isto €, as matrizes [T]c e [T]z serdo semelhantes.
Logo, da proposigdao acima, seque que os polinémios caracteristicos associados as
mesmas serao 1guais, 1sto €,

Pms(A) =pme(A).
Logo o polinédmaio caracteristico da matriz de um operador linear independe da base

que escolhemos para o espaco vetorial real de dimensao finita em questao.
Com 1sto temos a:
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Defini¢ao 11.31 Sejam (U,+,-) espago vetorial real (ou complezxo) de dimensdo finita
eTeZ(U)).

Definimos o polindmio caracteristico do associado ao operador linear T, indicado por
pT, como sendo

pTU\) = Piris (7\)3

onde B € uma base qualquer do espago vetorial (U, +,-).
Temos o

Exemplo 11.32 Sejam (R?,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R?) e T:R? — R? dada por

T(X>y) = (ax—l—by,cx+ dy)a (x,y,z) € R3>

onde a,b,c,d € R estao fizados.
Mostre que T € Z(R?) e encontre pr(A).

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € .Z(R3).

Usaremos a base canénica B = {(1,0),(0,1)} de R? para obter o polinémio carateristico
pr(A) associado ao operador T.

Como
T(1,0) = (a,¢) = a- (1,0) +c- (0,1)
T(0,1) = (b,d) = b- (1,0)+ d - (0, 1),
segue que
Tls = (‘Cl Z).
Assim,

v - awtra e (¢ 2) 3 ) 9)

a—
:det< ol A) —(a+dA+ad—be, A€eR,

serd o polindmio caracteristico associado ao operador linear T.
Temos a

Proposicao 11.33 Sejam (U, +,:) um espago vetorial real (ou complexo, respectiva-
mente) de dimensao finita e T em Z(U).

Entao, A € R (ou C, respectivamente) é um autovalor do operador linear T se, e
somente se, pt(A) = 0.

Em outras, palavras, os autovalores do operador linear T sdo as raizes reais (ou
complezas, respectivamente) do seu polinémio caracteristico.
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Prova:
Fixe B uma base de U.
Suponha que o escalar A seja um autovalor de T.
Entdo existe um vetor u # O tal que

T(u) =A-u ou, equivalentemente, (T —A-Iy)(u)= 0.

Desta forma, vemos que o operador linear T —A - Iy : U — U ndo seré injetor, consequen-
temente, ndo podera ser um isomorfismo em U.
Logo a matriz [T — A - Iy]s ndo podera ser invertivel, ou equivalentemente,

pr(A) = det[T — Allz =0,

s isto é, o escalar A deverd ser uma raiz do polinémio carateristico associado ao operador
linear T.

Reciprocamente, se o escalar A é tal que pr(A) = 0 entdo a matriz [T — A - Iy devera ter
determinante nulo.

Isto implica que o operador linear T — A - I, : U — U ndo poderd ser um isomorfismo em
U, em particular, ndo podera ser injetora.

Portanto, N (T — A - Iy) # {O}, ou seja, existe u % O tal que (T — A - Iy)(u) = O, isto &,
T(u) = A-u, com u # 0, mostrando que o escalar A é um autovalor do operador linear T,
completando a demonstracao.

Exercicio 11.34 Refaca os ezxercicios resolnidos (I13), (T13) e ([I-14) tendo em
vista a proposi¢Go actma (ou seja, escolha uma base para os espagos vetoriais reais de
dimensoées finitas envolvidos, encontre o polinémio carateristico associado a cada um
dos operadores lineares envolvidos e finalmente encontre os autovalores assoctados ao
operador encontrando as raizes do polinémio caracteristico obtidos).

Observagao 11.35 No ezemplo (IT13) se considerarmos a base candéncia B ={(1,0), (0,1)}
de (R?,+,-) teremos

TI(1,0)] = (0,1) =0-(1,0) + 1- (0, 1),
TI(0, D] = (=1,0) = (=1) - (1,0) +0- (0, 1),

Mg = (? _01> .

0—A -1
1 0—A

assim

Logo

pr(A) = det([Tlg —A- L) = =N +1,

que nao possui raizes reats, logo o operador T nao possui autovalores (reais).



188 CAPITULO 11. AUTOVALORES E AUTOVETORES

Defini¢ao 11.36 Sejam (U,+,:) um espaco vetorial real (ou complexo) de dimensdo
finita e T € Z(U).

Se o escalar A\ € um autovalor do operador linear T, defintmos a multiplicidade
algébrica de A como sendo a multiplictdade do nimero A como raiz do polinémio ca-

racteristico de T.

Com isto temos a:

Proposicao 11.37 Sejam (U,+,:) um espago vetorial real (ou complezo)de dimensdo
finita e T € Z(U).

Se o escalar A\, € um autovalor do operador linear T entdo a sua multiplicidade
geométrica € menor ou tgual a sua multiplictdade algébrica.

Prova:

Seja dim(U) = n.

Denotemos por m e k as multiplicidades algébrica e geométrica do autovalor A, do ope-
rador linear T, respectivamente.

Logo, como dim[V(A,)] = k, existirdo vetores ui,...,u, € V(A,) que tais que C =
{ui,...,ux} seja base de V(A,), em particular, os vetores uy,...,u, € V(A,) sdo linearmente
independentes.

Utilizando o teorema do completamento, existirdo vetores vy,...,v, € U tais que B =
{wyy ..oy Wey vy o+, Vi € uma base de U.

Deste modo teremos:

Tw) =N -y =A -y +0- 1w+ +0-w +0-vi+---+0- vy
Tw) =N - wu, =0- 1w +A-w+0-u3---+0-w +0-vi+---+0- vy

Tluw) =2 -w=0-wy+---4+0-wmg+A - w+0-vi+---+0-vyy

Tvi) = o) - Wi + -+ i) - U+ Xty - Vi + -+ Knk) * Vnk

T(vnx) = k) - Wi + - - + Xinek) - Uk + X 1)nk)) - V1 + -+ Xnmk) * Vnk,

ou seja, a matriz [T]z serd da forma:

Ao 0
0 A
Tl = : fxnd
0 Ao kxk
Om—i)xr B n—k)x (n—k)

nxn
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Logo o fator (A — A, )* aparece na fatoragio do polinémio

pr(A) = det{[Tls — AL}

Ao—A -+ 0

0 . 0
Axx(n—k)

0 A=A
Om—i)xr Bn—k)x(n—k) — Alm—k)x (m—x)

mostrando que o escalar A, é raiz do polinémio, no minimo, com multiplicidade k, ou seja,
Ao aparecerd, em geral, mais vezes como raiz do polinémio pt do que k, isto é, k < m,
completando a demonstragao.

Exemplo 11.38 Sejam (R?,+,-) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?) e T: R* —» R? dada por

T(x,y) = (ax + by,cx + dy), (x,y,x) € R>.

Mostre que T € Z(R?) e analise se o operador linear possui autovalores reais e
quantos serao.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € .Z(R?).
Sabemos do exercicio resolvido ([1T=33) que

prA) =AM —(a+dA+ad—bc, AeC.

Pela proposi¢do (I[T33) temos que um escalar A serd um autovalor do operador linear T
se, e somente se, pr(A) =0, isto é, se, e somente se,

A —(a+dA+ad—bc =0,
Esta equacdo possui solucdo real se, e somente se,
(a4 d)*—4(ad—bc) =A>0.
Con isto teremos as seguintes trés possibilidades:

1. quando
(a+d)* =4(ad —bc)

vemos que o operador linear T apresentard um tnico autovalor real, dado por:

a+d

A =
2 )
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2. quando
(a4 d)?—4(ad—bc) =A >0,

o operador linear T apresentard, exatamente, dois autovalores reais distintos dados por:

a+d++/(a+d)?—4(ad —bc) . a+d—+/(a+d)?—4(ad—bc)

}\]i 7 € 2 — 2 )

3. quando
(a4+d)?—4(ad—bc) =A< 0,

o operador linear T nao apresentard autovalores reais.

Temos a
Proposicao 11.39 Sejam
pt)=ac+ -+ at™, telR

um polindmio com coefictentes reais e A,B € M, (R).
Definamos a matriz quadrada de ordem n

P(A) = aoIn + a1A +ee amAm)

onde I, € a matriz identidade de ordem n.
Se a matriz A € semelhante a matriz B entdo a matriz p(A) é semelhante a matriz

p(B).

Prova:
Se a matriz A é semelhante a matriz B entdo existe um matriz M € M, (R) inversivel tal

que
A=M"BM.

Desta forma,

AZ=A.A =M 'BM..M'BM] = M 'B][MM][BM] = M~ 'B*M

=In

e, por indugdo mostra-se (verifique!) que
Al =MTBM, jeN.
Assim,

P(A)=aly+ 4+ anA™ = a, M 'I,M] + - - + an[MT'B™M] =
=M a, I, + -+ anB™M
=M p(B).M,

mostrando que a matriz p(A) é semelhante a matriz p(B), completando a demonstragéo.

Como consequéncia temos o
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Corolario 11.40 Sejam (U,+,-) espaco vetorial real (ou complexo), T € Z(U) e p(t) =
Qo + -+ ant™, t € R, um polinémio com coeficientes reais.
Definamos p(T) : U — U por

p(T)iao'IU‘i_""f’am'Tm)

onde Iy € o operador linear identidade de U.
Entao p(T) € Z(U). Além disso, se B € uma base de U teremos que

p(Mls = p([Tls).

Prova:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que p(T) € Z(U).
Pelas proposigdes (E22) e (E=2H) temos que

p(Mlsg=lao - Tu+--+an-T"p=aclllz + -+ anlTlg
:p([T]B))

completando a demonstragao.
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Capitulo 12

Diagonalizacao de Operadores Lineares

12.1 Definicao e Caracterizacao

Comegaremos com a

Defini¢ao 12.1 Sejam (U, +, ) um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo finita
eT e ZU).
Diremos que o operador linear T € diagonalizavel se ezistir uma base de U formada

por autovetores associados ao operador linear T.

Observagao 12.2 Na situagcdo actma, se T € Z(U) € diagonalizdvel e B = {uy,...,u,}
€ uma base de U formada por autovetores associados ao operador linear T assoctados
aos autovalores Ai,...,A,, respectivamente, entdo para cada i=1,--- ,n teremos

Tw) =AM w=0-wm+---+0-uw_ 1 +A -w+0-uy+---+0. uy,

ou seja, a matriz do operador linear T com relagdo a base B serd dada por:

AN O - 0
0 Ay -+ 0

M5 = : . : )
0 0 - A,

isto €, a matriz [Tlz serd uma matriz diagonal, mais especificamente, uma matriz qua-
0 sei##j
Aj sei#j

Reciprocamente, se existir uma base B = {u,...,u,} de U com relagdo a qual a
matriz de T € Z(U) € uma matriz diagonal, isto €, todos os seus coeficientes fora da

diagonal principal sao nulos, entao T é um operador diagonalizdvel.
De fato, se

drada A = (ay), onde a;; = {

AN O e 0
0 Ay -+~ 0
Tlg = . )
0 0 - A,

193



194 CAPITULO 12. DIAGONALIZACAO

entao, pela propria definicao de matriz de operador linear, deveremos ter, para cada
1= ]) cee M,

T(ui):O~u1+---+O-ui,1+7\i-ui—|—0-ui+1—i—~-~—|—0-un

= 7\1 - Ui,

ou seja, a base B do espago vetorial (U,+,-) € formada por autovetores assoctados ao
operador linear 1.
Com 1sto acabamos de demonstrar o:

Teorema 12.3 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo finita
eT e Z(U).

O operador linear T € diagonalizdvel se, e somente se, existir uma base de U com
relagdo a qual a matriz do operador linear T € um matriz diagonal.

Observacao 12.4

1. Na situacdo acima, se T € Z(U) € diagonalizdvel entdo existe uma base B, for-
mada por autovetores associados ao operador linear T, em relagdo a qual a matriz
de T € uma matriz diagonal, onde na diagonal principal aparecerao os autovalores
do operador linear T.

2. Se C é uma outra base de U sabemos que
[Tle = Mcs(TlsMpe = (Mpe) ' [T)sMasc,
isto €, a matriz [T]c € semelhante a uma matriz diagonal, a saber, [T]z.

Esta ultima 1gualdade nos sugere introduzir a:

Definicao 12.5 Dizemos que uma matriz A € M, »(R) € diagonalizavel se ezxistir uma
matriz M € M, (R), invertivel, tal que a matriz M~ AM seja uma matriz diagonal.

Observagao 12.6 Logo, uma matriz A € M, (R) € diagonalizdvel se, e somente se, ela
é semelhante a uma matriz diagonal.

Com isto temos a:

Proposigao 12.7 Sejam (U, +,-) um espaco vetorial de dimensdo finita, T € Z(U) e C
uma base de U.

Entdo o operador linear T € diagonalizdvel se, e somente se, a matriz [Tle for dia-
gonalizdvel.

Prova:

J& vimos que se o operador linear T for diagonalizavel entdo a matriz [T]. serd uma matriz
diagonalizavel.

Reciprocamente, suponha que a matriz [T]; seja uma matriz diagonalizavel.
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Assim, existe uma matriz M = (a;;) € M, (R), inversivel, tal que M~'[T]cM é uma matriz
diagonal.

Sejam ug,..., U, os vetores da base C.

Entdo, para cada j = 1,--- ,n, definido-se

Vi =W Qg Uy (%)

como a matriz M é uma matriz inversivel segue que B = {vy,...,Vv,} serd uma base de U.
Além do mais, por (*), teremos M = Mg¢g.
Deste modo,

[Tls = Mpe[TleMes = (Meg) ' [TleMes = M7 [T]eM

€ uma matriz diagonal, isto é, o operador linear T é diagonalizavel, completando a demons-
tracao.

Observacao 12.8

1. Pelo teorema acima, para verificar se um operador linear T é diagonalizdvel, basta
verificar se a matriz do operador linear T com relagao a uma base qualquer de U
€ uma matriz diagonalizdavel.

2. Suponhamos que A = (ay) € My (R) seja uma matriz diagonalizdvel.

Vejamos como podemos tentar encontrar uma matriz M € M, (R), tnversivel, de
modo qgue M~'AM seja uma matriz diagonal.

Considere T € Z(R") dado por

n n
T(Xh---)xn) = (Z a]ij)°-->Z anjxj)) (Xh"' )Xn) € R™
j=1 j=1

Se C € a base candnica de R™ entdo [T] = A.

De fato, pois

[x;=1,j=1 e x;=0,j#1]
T((1,0,...,0)) =" (@, azry ...y ani),
[x;=1,j=1 e x;=0,j#il
T((O) -303 \]/_, )0) )0)) ] =" (ah» aZi)H-)ani))
i—éstma posicdo
[x;=1,j=n e x;=0,j#n]
T((O))O)”) ] =" (a1n)a2n)--°)ann)-

Logo, da proposigdo (Z2), seque que o operador linear T é diagonalizdvel.
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Seja B uma base de R™ formada por autovetores do operador linear T.

Como C € a base candnica, vemos que M = M¢p € a matriz cuja j-ésima coluna é
formada pelas coordenadas do j-ésimo autovetor da base B.

Como [T]g € uma matriz diagonal e
[Tls = Mpc[TleMes = (Meg) ' [TleMeg = MTTAM
vemos que a matriz M resolverd o nosso problema.

Seja (U, +,-) espaco vetorial real (ou complezxo).

Se o operador linear T € Z(U) for diagonalizdvel, o seu polinémio caracteristico

serd da forma
pT()\) = ()\1 - }\) T (}\n - )\))

onde os numeros reais Aj,...,A, s@o todos os autovalores reais de T.

De fato, pois se o operador linear T for diagonalizdvel, existird um base B de U tal
que a matriz [Tlz € uma matriz diagonal, onde na diagonal principal aparecerao

os autovalores, A, --- , A, do operador linear T.
Logo
A O 0 10 - 0
0 A 0 o1 . 0
Pr(A) =pms(A) =I[Tlg — Alul = . A
0 0 An 00 1
A —A 0 0

Com isto temos o:

Teorema 12.9 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real (ou complezo) de dimensdo finita
eT e Z(U).

Entao, o operador linear T é diagonalizdvel se, e somente se, os autovalores A\j,..., A,

do operador linear T forem tais que

U=VM)®--® V(An).

Prova:

Se

U=VA)D---DV(A)

entdo podemos formar uma base B do espago vetorial U formada pela reunido das bases B5;

dos subespagos proprios V(A;), j =1,...,m.
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Para cadaj = 1,--- ,n, temos que cada elemento de B; € um autovetor do operador linear
T.

Logo, por definicdo, segue que o operador linear T é diagonalizavel.

Reciprocamente, se o operador linear T for diagonalizavel existe uma base B de U formada
por autovetores do operador linear T.

Como cada autovetor esta associado a algum autovalor A; do operador linear T, vemos que
cada elemento de B esta contido em V/(A;), para algum j =1,--- ,n.

Desta forma, a soma de todos os subespagos proprios do operador linear T contém B e,
portanto, deverd ser o préprio U, isto é,

U=V(QA)+--+ V().
Pelo teorema ([TTJ) esta soma deverd ser uma soma direta, ou seja,
U= V(7\1) ®--- @V(}\n)>

completando a demonstragao.
Utilizando o teorema acima vemos que:
Exemplo 12.10 O operador linear do exemplo (IT3) € diagonalizdvel.

Resolucgao:
De fato, pois R? = V(=2) ® V(2).

Exemplo 12.11 O operador linear do exemplo ([IIT-14) ndo € diagonalizdvel.
Resolucgao:

De fato, possui temos apenas dois subespagos préprios cuja soma ndo é R3 mazis
precisamente,

Exemplo 12.12 O operador linear do exemplo (IT13) ndo é diagonalizdvel.

Resolucao:
De fato, pois o operador linear em questao nao possui autovetores.

Exemplo 12.13 O operador linear (IT13) ndo € diagonalizdvel se n > 1.
Resolucgao:

De fato, pois todo autovetor do operador linear pertence a V(0), que € unidimensi-
onal, e dim[Z,(R)]=n+1>1.

Observacao 12.14
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1. Vejamos como € possivel decidir se operador linear é diagonalizdvel ou nao, de-

fintdo em um espago vetorial de dimensdo finita, a partir das multiplicidades
algébrica e geométrica de seus autovalores.

Sejam (U, +,-) um espago vetorial de dimensGo m e T € Z(U).
Sejam A, ...,A\y 0s autovalores do operador linear 1, dois a dois distintos.

Logo, o polinémio caracteristico associado ao operador linear T serd dado por

pr(A) = A —A)™ - (Ap —A)™q(A), (12.15)
onde, para cada j = 1,---,n, m; € a multiplictdade algébrica de A\j e q = q(A) €
um polindmio que NA0 POSSUL Taizes Teais.

Se, para cada j = 1,---,n, denotarmos por 1; a multiplicidade geométrica do
autovalor Aj (isto €, r; = dim[V(A;)]) entdo, do teorema (ITZ3), seque que o operador
linear T € diagonalizdvel se, e somente se,

m=1v; 4.+

Por este mesmo teorema, o operador linear T € diagonalizdvel se, e somente se, o
espaco vetorial U possuir uma base formada pela reunido das bases dos subespa-
¢os proprios associados ao operador linear T (potis isto € equivalente a dizer que
a soma destes subespagos é uma soma direta).

A existéncia de uma tal base é equivalente ao operador linear T apresentar uma
matriz em relacdo a essa base na forma

A - 0

Th XTn mxm

Desta forma, se o operador T € diagonalizdvel seque que o seu polinémio caracte-
ristico serd dado por
prd) = (A = A" - (g — A, (12.16)

onde 1; € a multiplicidade geométrica do autovalor Aj, paraj =1,...,n.

Comparando com (ZZTH) vemos que

ijijj:1a--->n> q()\)E] e T+ 4T =m.

Reciprocamente, suponha que

m=m,j=1L...,n e T+--+T=1m
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Como a multiplicidade algébrica de cada autovalor igual a sua multiplictdade ge-
ométrica, cada subespago proprio V(A;) possur uma base B; formada por m; ele-
mentos, para j=1,--- ,n.

Como
m1+...+mn:r1+..._|_rn:m

seque de (ZI3) que o grau do polindmio q serd zero e que a reunido das bases B
formard uma base de U (lembre que a soma de subespagos préprios é uma soma
direta) constituida por autovetores do operador linear T.

Assim, o operador linear T € diagonalizdvel.

Provamos assim, o seguinte:

Teorema 12.17 Sejam (U, +,:) um espago vetorial real (ou complexo) de dimensdo fi-
nita e T € Z(U).

O operador linear T é diagonalizdvel se, e somente se, ambas condi¢des forem veri-
ficadas:

1. para cada autovalor do operador linear T as suas multiplicidades algébrica e geo-
métrica, assoctadas ao mesmo, SA0 1guais;

2. a soma das multiplictdades geométricas de todos os autovalores do operador linear
T coincide com a dimensdo do espago vetorial U.

Como consequéncia temos o

Corolario 12.18 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real de dimensaon e T € Z(U).
Se
pr(A) =M =A) - (A = A),

onde Ai,..., A, € R sao distintos entre s1 entao o operador linear T serd diagonalizdvel.
Prova:
Os autovalores do operador linear T serdo A,...,A, € R, ou seja, as n raizes distintas do

polinémio caraterisitico pr.

Como os autovalores do operador linear T sdo dois a dois distintos, vé-se que as raizes do
polinémio pt sdo todas simples, isto é, teém multiplicidade um.

Desta forma, se A € um autovalor do operador linear T entdo a sua multiplicidade algébrica
serd um.

Pela proposigdo ([T=31), a multiplicidade geométrica do autovalor A é menor ou igual a
um.

Como dim[V(A)] > 1, segue-se que a multiplicidade geométrica do autovalor A devera ser
um, ou seja, igual a sua multiplicidade algébrica.

Logo do teorema acima segue que o operador linear T é diagonalizdvel, completando a
demonstragao.
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Exemplo 12.19 Sejam (R3 +,-) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?) e T:R®> — R3 dado por

T(x,y,2) = (x +z,y +z,x +y +22), (x,y,z) € R?
Mostre que T € Z(R?) e que o operador linear T € diagonalizdvel.

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagio que T € .Z(RR?).

Encontremos a matriz do operador linear T em relagao a base candnica, que idicaremos
por C, do espago vetorial real (R3, +,-).

Para isto temos que

=eq el =ey =e3
=1-e14+0-e+1-e3,
— N —
€1 =€ =e3
=0-e1+1-e+1-e;3,
T((O)O)”) = (])])2) =1 (])0)0)+1 : (O>1>O)+2 (O)O)”
~— ~— ~—— ~—
=e3 3] =€) =e3

:1-€]+]-€2+2-€3.

=e)

logo a matriz do operador linear T em relacdo a abse C serd dada por

—_— O
N =i =

1
(Tle=10
1

Logo, o polinémio carateristico associado ao operador linear T serd dado por:

T—A 0 1
pr(A) = det([Tle —AI;)) =det| 0 1—A 1
1 1T 2=
(1= =A)2=A) =1+ 1(=(1—=A7))
(1T=A)A2=3A) =A1T=A)(A—=3).

Desta forma, vemos que o polinémio pt apresenta 3 (= dim(RR?)) raizes reais, simples e

distintas.
Portanto, pelo corolario (ZIR), segue-se que o operador linear T é diagonalizavel.

Exemplo 12.20 Encontre uma base de R® formada por autovetores para o operador

linear do ezercicio anterior.
Encontre também a matriz do operador linear T com relacdo a esta base.
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Resolucao:
Para autovalor A; = 0O:
Precisamos encontrar um vetor (x,y,z) # (0,0,0) tal que

A 1::0] (

T((X>U>Z))=7\1'(X>U,Z) 03030) — (X—l—Z,lJ +z,X+Yy +2Z):(0)0)0)>

que é equivalente ao sistema linear (homogéneo)

x+z=0

X=Yy=—z

y+z=90 — = X=yY=-—z
x+y+2z=0

x+y+2z=0

ou seja, o vetor
w = (—z,—2z,z), com ze€R\{0}

serd autovetor do operador linear T associado ao autovalor A; = 0.

Em particular, podemos tomar como um autovetor associado ao autovalor A; = 0, o vetor
w; = (1,1,—1) (basta tomar z = —1 acima).

Para autovalor A, = 1:

Neste casos precisamos encontrar um vetor (x,y,z) # (0,0,0) tal que

A
T((X>U>Z)):7\Z'(X>Uaz) = (X»yﬂ) — (x—i—z,y—l—z,x—i—y—l—ZZ):(x,y,z),

gue é equivalente ao sistema linear

X+z=x

z=0
Yy+z=y <?){ B y
X+y+2z=z

ou seja, o vetor
‘Lin (_U)U)OL com y ER\{O}a

serd autovetor do operador linear T associado ao autovalor A, = 1.

Em particular, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor A, = 1, o vetor
u; = (1,—1,0) (basta tomar y = —1 acima).

Para autovalor A; = 3:

Precisamos encontrar um vetor (x,y,z) # (0,0,0) satisfazendo

A3=3]
=

T(x,y,2) = A3 - (x,Y,2) 3x,3y,3z) & (x+z,y+z,x+y+2z) =(3x,3y,3z),

gue é equivalente ao sistema linear

X +z=23x
X =y
y+z=3y @{

Xx+y+2z2=3z
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ou seja, o vetor
us = (Y,Y,2y), com yeR\{0}

serd autovetor do operador linear T associado ao autovalor A; = 3.

Em particular, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor A; = 3, o vetor
uz = (1,1,2) (basta tomar y = 1 acima).

Logo C = {uy,u;,u3} serd uma base de R® formada por autovetores do operador linear T
(pois os autovalores sdo dois a dois distintos, logo os autovetores associados deverdo ser L.i.).

A matriz do operador linear T com relagio a C serd dada por (verifique!)

o O O
o = O
w o O

ou seja, uma matriz diagonal, cuja diagonal principal é formada pelos autovalores associados
ao operador linear T.

Exemplo 12.21 Sejam (R?, +,:) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?), B uma base de R* e T : R? — R?* um operador linear em R* cuja matriz com

relagdo a base B € dada por
a b
A= .

Mostre que o operador linear T diagonalizdvel.

Resolugao:
Notemos que a matriz A é uma matriz simétrica (isto &, A' = A).
O polindémio caracteristico associado ao operador linear T serd dado por

pr(A) = pa(A) = detA — AL] = det (“;" C;)

=AM —(a+c)A+ac— b2

Vemos que o polinémio pr, que tem grau dois, apresenta duas raizes reais simples (isto &,
com multiplicidade um) se, e somente se, o discriminante

A= (a+c)*—4(ac—1b?) >0.

Mas,
(a+c)* —4(ac — b?) = a’ + c* — 2ac + 4b* = (a — ¢)* + 4b°.

Em particular, A > 0, para todo a,b,c € R.
Logo A > 0 se, e somente, se

a#c ou b#0.

Com isto temos as seguintes possibilidades:
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(i) Se a # c ou b # 0 as multiplicidades algébrica e geométrica de cada um dos autovalores
associados ao operador linear T (as raizes do polinémio pr) coincidem (pois serdo iguais
a 1), portanto, pelo corolario (IZIR), o operador linear T serd diagonalizavel.

(ii) Se a =c e b =0 entdo vé-se claramente que o operador linear T é diagonalizavel pois,
0

. . © g . a
neste caso, a matriz A serd uma matriz diagonal (serd da forma ( 0
a

Portanto, em qualquer caso, o operador linear T serd diagonalavel.

Observacgao 12.22

1. Concludo: o exemplo actma nos diz que se uma matriz quadrada de ordem 2, com
entradas reais, € simétrica entao ela serd diagonalizdvel.

2. Pergunta-se: serd que isto também serd verdade para matriz simétricas de ordem
mator? mais precisamente, se uma matriz quadrada de ordem mn, com entradas
reais, € simétrica entdo ela serd diagonalizdvel?

A resposta a esta questao € positiva. No proximo capitulo daremos a demonstracao
deste fato,

Exemplo 12.23 Sejam (Z;(R),+,:) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de Z;(R)) e T: Z5(R) — P (R) dado por

T(p)=p"—2p"+p, pe P(R).
Pergunta-se o operador linear T é um operador linear diagonalizdvel?

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € £ (%, (R)).
Se B = {p,, p1, P2} a base canénica de Z;(R) (isto &, p;(t) =V, t € R, j =0,1,2) entdo

" / [po(t)=1,teR]
[T(po)I(t) = pL(t) — 2pL(t) +po(t) T =""1
=Po(t) =1-polt) +0-pi(t) +0-pa(t) = [1-po+0-p1 +0-pl(t), t € Ry
" / [p1 (t)=t,teR=p] (t)=1,p; (t)=0,teR]
[T(p1)](t) = p] (t) _2p1 (.t) +p1 (t) p1(t)=t,te :>P1: Pyt te _2 + ¢

=—2p,(t) +1p1(t) =[-2 - po+1-p1 +0-p2d(t), teR,

[p2 (t)=t2 teR=p} (t)=2t,p} (t)=2,tcR]

[T(p2)](t) = py(t) — 2p3(t) + pa(t) = 2-2(2t) +t?
= 2po(t) —4pi(t) + pa(t) = [2-po—4-p1 +1-pal(t), t € R,

logo a matriz do operador linear T com relagdo a B serd dada por
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Assim, o polindmio caracteristico associado ao operador linear T sera:

P1(A) = pms(A) = det([Tls — Al
1T—-A =2 2
—det| 0 1—A —4| TET (1N
0 0—A 1
desta forma, A = 1 é o tnico autovalor do operador linear T com multiplicidade algébrica
igual a 3.
Do teorema ([CZT7) o operador linear T serd diagonalizavel se, e somente se, dim[V(1)] = 3.

Vejamos qual é a dimensao deste subespago préprio.

Para isto lembremos que p € % (R) se, e somente se,

pt)=a,+ait+at?, teR

para a,, a;, a; € R ou, equivalentemente, [plg = | a4
Logo

peV(l) & T(p)=A-p & [T(p)ls = [A - pls & [Tlslpls = Alpls
0o -2 2 a,

— ([Tlg—AL)plp=0 [0 0 —4 a | =
0O 0 0 a

oS O O

[exercicio]
a =qQa; = 0.

Logo p(t) = a, = po(t), t € R, assim V(1) = [p,] e, do teorema (T7), segue que o

operador linear T ndo serd diagonalizavel.

Temos também o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 12.24 Sejam (R% +,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagdes usuais
de R*) e T:R* = R* dada por

T((x,y,2,t) = (x +Y,y,2z+ t,2z+ 1), (xy,z,t) € R".

Mostre que T € Z(R*) e verifique se o operador linear T é diagonalizdvel.
Encontre também os subespagos proprios associados ao operador linear T.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo que T € .Z(R?).
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Se C é a base candnica de R* temos que

T((1>O>O>O)) = “)O)O)O) =1 (]303030)_"0' (O>1>O>O)+O' (0,0,],O)—I—O-(0,0,0,])
.
=1-e1+0-e+0-e3+0-ey
T((051)0)0)) = (])])O)O) =1- (])O)O)O)+1 ' (O>1>O>O)+O' (05051)0)+0'(O)O)O)])
.
=ey
=1l-e1+1-e+0-e3+0-ey
T((0>0)])0)) = (03032)2) :0'(])0)O)O)+O' (O»]»O»O)"’_Z' (0>0>]>0)+2' (O)O)O)”
.
=e3
=0-e1+0-e;+2-e3+2-ey
T((0,0,0,])) = (03031)” :0'(1303030)_"0' (0>1>0>0)+1 : (O>O>1>O)+] : (O)O)O)”
.
=0-e1+0-e;+1-e3+1-ey,
(12.25)

logo a matriz do operador linear T com relagdo a B serd dada por

o o o ==
C C© — —
NN O O
_——_— O O

cujo polinémio caracteristico associado sera

pr(A) = det{[T]zp — Al4} = det

o O O
[
N
|
>
—

(1T=A)*((2=AN)(1T=A)=2)= (1 =APAN=3])
AAN=3)(1=A)3,

Logo os autovalores associados ao operador linear T serao:
M =0, A;=3, A;=1 (com multiplicidade algébrica igual a 2).

Encontremos os subespagos préprios associados a cada um dos autovalores obtidos acima.

Para o autovalor A; = 0:
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Observemos que

(XﬂJ)Z»t) € V(O) — T((XJJ)Z)’L)) =M\ (X>U>Z)t)

2 (x +y,y, 22+ 1,22+ 1) = (0,0,0,0)

x+y=20
y=20

2z+t=0
2z+t=0

= :O
— {X yz — (X,y,Z,t) = (O)O)Z>_27~) =z (O>O>]»_2)-
t=-2z

Logo, tomandos-e z = 1 temos que u; = (0,0,1,—2) serd um autovetor associado ao
autovalor A; = 0 e além disso

V(O) - [LL]] = [(Oa O) 13_2)]3

ou seja, a multiplicidade algébrica do autovalor A = 0 é igual a sua multiplicidade geométrica.

Para o autovalor A, = 3:

Observemos que

(X,y,Z,t) € V(3) — T((X»U)Z>t)) =N (X,y,Z, t)

@ (x+y,y,2z+ 1,2z + t) = (3x, 3y, 3z, 3t)

x+y=3x

=3 x=y=0
y Y — Yy
22+t=3z t=2z
22+t =3t

— (X,y,Z,t) = (O)O)Z>Z) =z (O>O>]>])

Logo, tomandos-e z = 1 temos queu, = (0,0,1,1) serd um autovetor associado ao auto-
valor A, = 3 e além disso

V(3) = [uZ] = [(O)O) ])])])

ou seja, a multiplicidade algébrica do autovalor A, = 3 € igual a sua multiplicidade geométrica.

Para o autovalor A; = 1:
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Observemos que

(X»U)Z>t) € V(]) — T((X>U»Z)t)) = Az (X,y,Z,t)

L (x4 y,y, 22+ 4,224 1) = (x,Y, 2, 1)

x+y=x
y=y

2z+t=12z
2z+t=t

—y=z=t=0~ (X,y,Z,t) = (x,0,0,0) =x-(1,0,0,0).

Logo, tomandos-e x = 1 temos que uz = (1,0,0,0) serd um autovetor associado ao auto-
valor A; = 1 e além disso

V(1) = [wl =[(1,0,0,0)].

Como a multiplicidade algébrica do autovalor A; = 1 € dois e a sua multiplicidade geométri-
ca é um, logo, pelo teorema ([ZT17), segue que que o operador linear T ndo serad diagonalizavel.

Exercicio 12.26 Ainda com relagdo ao operador linear do exercicio acima, encontre a
matriz do operador linear T com relacdo a base B formada pelos vetores

u1£(0>0>1>_2)> Uzi(O,O,LU) Uz = (1 OOO) € u4£(0,1,0,0).

Resolucgao:

Observemos que B = {u, 1, u3,14} € uma base de R* (verifique!).
Além disso, do exemplo anterior temos:

T(w) =(0,0,0,0) =0-1u3 +0-u; +0-u3 + 0 uy,
Tu) =(0,0,3,3) =3 - w,=0-w+3-ua+0-u3+ 0wy,
T(us) =(1,0,0,0) =1T-u3=0-u1 +0-uy+1-u3+0-uy,
T(u) =(1,1,0,0) =0- w1 +0-w+ T -uz+1-uy,

ou seja, a matriz do operador linear T em relagdo a base B serd dada por

[Tlg =

o O O O
o = O O
_——_— O O

o O W o

Observacao 12.27 Vale observar que a matriz acima nao € diagonalizdvel e que os
vetores U, Uy, U3 sao autovetores l.1. associados ao operador linear T e o vetor us nao
€ um autovetor associado ao operador linear T.
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Proposigao 12.28 Sejam (U,+,:) um espaco vetorial real finitamente gerado e T €

Z(U) um operador diagonalizdvel com autovetores A,...,Ay € R, onde dim(U) = n.
Dados x1,...,xn € R, denote por diag(x,...,xn) = (ay) a matriz diagonal tal que
aﬁixi, 121,,T1

Consideremos p um polinémio de grau m com coefictentes reais dado por
rt)=ac+ait---+a,t™, tekR.

Sejam B uma base de autovalores de U (ou seja, [Tlg = diag (MA,...,An)) e C uma
outra base de U.
Entdo a matriz [p(T)]c € semelhante a matriz diag (p(A1),...,p(An)).

Prova:
Como
[Tle = (Mpe) ' [TIsMge,

e o operador linear T é diagonalizavel segue que a matriz [T]; serd semelhante a matriz
diagonal [T]3.
Pelas proposigdes (IT29) e ([TZ0), segue que

[p(Me = (Mge) ' Ip(T)]sMpe. (%)

Mas

(Mg =laplu+ T+ -+ anT"g=a.In+a1.[Tlg+ -+ an.[TlF
= a,.diag (1,...,1) + a;.diag (A1, ..., An) + - - - + ap.[diag (A1, ..., A)I™

[exercicio]

=" a,.diag(1,...,1)+ a;.diag (Ar,..., An) + - + an.diag (AT ..., ATY)
= diag (aoy..., ) + diag (A1, ..., @A) + -+ - + diag (apAl, ..., anAl)
= diag (ao + A + - -+ apAlYy . oy Ao + A + - -+ apAl)
= diag (p(M), ..., p(An)), (12.29)

logo, de (*), segue que
[p(Mle = (Mpc) ™' diag (p(A1), ..., P(An)).-Msge,

ou seja, a matriz [p(T)]c é semelhante a matriz diag (p(A1),...,p(An)), completando a de-
monstragao.

Como consequéncia temos o

Corolario 12.30 Sejam (U, +, ) um espago vetorial real finitamente gerado e T € £ (U)
um operador diagonalizdvel.

Mostre que pr(T) = O (o operador linear nulo), onde pr € o polinémio caracteristico
associado ao operador linear T.
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Prova:
Seja B uma base de U tal que

[T]B = dlag (7\1, .o -)}\n))

onde A, ..., A, sdo os autovalores associados ao operador linear T.
Segue de () da demonstragdo da proposigdo acima que

. [A; é autovalor de T] _,
[pT(T)]B = dla-g (pT(A1)>°°°)p(7\n)) J = d-la-g (O)>O) :O>
pois pr(Aj)) =0,j=1,...,mn.
Assim o operador linear pr(T) deverd ser o operador linear nulo, isto &, pr(T) = O,
completando a demonstragao.
|

Observacgao 12.31 Pode-se exibir um ezemplo de T € £ (U) que nao seja diagonalizdvel

mas que pr(T) = O.
Deizaremos como exercicio para o leitor a construcao de tal operador linear T.

12.2 Exercicios
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Capitulo 13

Espacos Euclidianos

13.1 Produto Interno

Nos primeiros capitulos estudaremos as propriedades mais basicas de um espacgo vetorial reais.

A introducdo de conceitos como geradores e base foram feitas a partir de combinagdes
lineares que, por sua vez, envolvem apenas a adigao de vetores e a multiplicagdo dos mesmos
por escalares, dois objetos que estdo presentes na prépria definigdo do espago vetorial.

Neste capitulo veremos tipos especiais de espagos vetoriais que possuem uma estrutura
mais refinada que nos proporcionara desenvolver alguns aspectos geométricos, como por exem-
plo, calcular o angulo ou a distancia entre dois vetores.

Veremos também que é possivel elaborar mais detalhes sobre operadores lineares definidos
em tais espagos vetoriais.

Comegaremos pela

Definigao 13.1 Seja (V;+,-) um espago vetorial real.
Um produto interno em V é uma aplicagdo que a cada par (u,v) € V x V associa um
numero real, que serd denotado por (u,v), satisfazendo as seguintes propriedades:

(P1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todo u,v,w €V,
(P2) (- u,v) = a{u,Vv) para todo w,v €V e x € R;
(P3) (u,v) = (v,u) para todo u,v €V,

(P4) (u,u) >0 e se (u,u) =0 entdo u= 0.

O espago vetorial real (V,+,-) munido de um produto interno < -,- > serd chamado
de espaco euclidiano.

Observacao 13.2

1. O produto interno também é chamado de produto escalar.

2. Temos que
(O,u) =0 para todo ueW

211
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De fato, pois
(O,u) = (O + O,u) = (O,u) + (O, u),
e o resultado segque por cancelamento.

3. Outra propriedade € que

(W, v+ a-w) = (u,v) + a{u,w), para todo u,v,w e V,x e R.

De fato, basta combinar as propriedades (P1), (P2) e (P3) acima.

4. Desta maneira, vemos que o produto interno é um funcional linear em cada en-
trada, mais precisamente, para cada u € V temos que

(bup:VoR e (u,): VSR
sao funcionais lineares em V.

5. Se o espaco vetorial (V,+,-) € complezo entdo (-,-) : V x V — C serd um produto
interno se, e somente se, valem:

(PC1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w) para todo u,v,w €V,
(PC2) (o-u,v) = a(u,v) para todo w,v € V e a € C;

(PC3) (u,v) = (v,u) para todo u,v € V, onde z denota o conjugado do numero
complezo z;

(PC4) (u,u) >0 e se (u,u) =0 entdo u=0.

Notemos que (P1)=(PC1), (P2)=(PC2), (P4)=(PC4) mas (P3) e (PC3) sao
diferentes.

A seguir apresentamos alguns exemplos de produto interno em vérios espagos vetoriais
reais.
Comecaremos introduzindo um produto interno no R", a saber:

Exemplo 13.3 Sejam (R",+,-) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operacdes usuais
de R") e consideremos (-,-) : R* x R* - R dada por

() =x1y1 + - + XaYn, (13.4)

onde X = (X1,...,Xn ), Y = (Y1,..-,Yn) € R™

Resolucao:
De fato, sejam x = (X1,...,Xn), Yy = (Y1,-+-yYn)yz = (21, - ,z,) E R* e x € R.
Logo
X+z=(X1+2Z1y.0.yXn + Zn), (13.5)
X = (XX7yenny OXp) (13.6)

Entao
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vale (P4).

Portanto (-,-) é um produto interno em (R",+,-).
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. Vale (P1) pois:
(x+2,y) T ET (4 2y -+ (i + Za)Un
=x1y1 + - xnyn +21y1 + -+ Zayn = (4G Y) + (2 Y),
logo vale (P1).
. Vale (P2) pois:
(=), (=)
(x-%y) = (oax1)yr+ -+ (@xn)yn = x(X1Y1 + - - - + XnYn)
= ‘X<X>U>>
logo vale (P2).
. Vale (P3) pois:
=2
(xy) ((: ) X1Y1 + -+ XnYn = Y1X1 + -+ YnXn = (Y, X),
logo vale (P3).
. Vale (P4) pois:
(%, y) (= X1X1 + o XXy =X - X2 > 0.
Logo (x,y) > 0 e (x,y) = O se, e somente se, x; = --- ,x, = 0, isto é, se x = O, logo

Exemplo 13.7 Com relagao ao exemplo anterior, tomando-se n = 3, calcule o produto
interno entre os vetores (1,—1,1),(0,2,4) € R3.

Resolugao:

Temos que

(1,-1,10,(0,2,4)) = 1.0+ (=1)-2+1-4=2.

Exemplo 13.8 Com relagdo ao produto interno dado por (I34), tomando-se n = 2,
calcule (u,v) onde

u = (cos(0), sen(0)) e v = (cos(x), sen(c)),

onde 0, x € R estdo fizos.

Resolucgao:

Temos que

(,v) "= ((cos(0), sen(0)), (cos(«), sen(«)))

[exercicio

= cos(0)cos(xx) + sen(0)sen(x) = } cos(0 — ).



214 CAPITULO 13. ESPACOS EUCLIDIANOS

Observagao 13.9 Observemos que no exemplo acima
(u,v) =0 &= cos(0—a) =0 (:)6—oc:§+K7r, k € Z,

Tt

5 + Kmt, k € Z se, e somente se, (u,v) =0.

ou seja, 0 = x +

Ha& vérios outros tipos de produto interno no R™ além do apresentado em (I=4).
A seguir exibiremos um outro exemplo de produto interno em R3 :

Exemplo 13.10 Sejam (R3,+,:) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?) e consideremos (-,-) : R™ x R™ — R dada por

1 1 1
((x1,Y1,21)y (X2, Y2, 22)) = FX1%2 + 3Y1Y2 + 15172 (13.11)

para (x1,Y1,21), (x2,Y2,22) € R*.
A ezpressdo acima define um produto interno em R3.

Resolugao:
De fato, sejam (x1,Y1,21), (X2, Y2, 22), (X3, Y3,23) € R e x € R.
Logo
(x1,Y1,21) + (x2,Y2,22) = (%1 + X2, Y1 + Y2, 21 + 22), (13.12)
o - (x1,Y1,21) = (o1, oy, &xzq) (13.13)
Entao

1. Vale (P1) pois:

(x1,Y91,21) + (x2,Y2y22), (X3, Y3, 23))
(=m),(=) |

M ] x5 + (1 2l 221+ 22
= 2x1 X2)X3 3y1 Y2)UYs3 421 Z2)Z3

—[1 +1 +1 ]+[1 +1 +1 ]
= 2X1X3 39193 4Z1Z3 Zszs 3y2y3 4Z223
(=)

= <(X1,y1,21), (Xg,y3,23)> + <(X2)UZ>ZZ)) (Xg,y3,23)>

logo vale (P1).

2. Vale (P2) pois:

(=m),(=1) | 1 1
(x(x1,Y1,21), (X2,Y2,22)) ! 2(00(1)X2+5(0(91)924-4—1(0%1)22
1 1 1 (=)
= oc[zxmz + §y1yz + 12122 = oc((x1,y1,z1), (beZ»ZZ))

logo vale (P2).



13.1. PRODUTO INTERNO 215

3. Vale (P3) pois:

—Z1Z2

=) | 1
((x1,Y1,21), (x2,Y2,22)) (= =X1X2 + 39192 + 1

2

1 1 1

= ZX2X1 + 39291 + ZZZZ1 = <(X2>y2322)> (be])Z])))

logo vale (P3).

4. Vale (P4) pois:

(=) 1 1
(x1,Y1,21) (X1,Y1,21)) = §X1X1 + §y1y1 + Zz1z1

1 1 1
= ZX%-F gy%‘i‘ ZZ% > 0.

Logo <(x1,y1,z1), (Xl,y],l1)> >0e <(X1,y1,Z1), (thhZ]» =0 se, e somente se, x; =
yy = z; =0, isto &, se (x1,y1,21) = (0,0,0), logo vale (P4).

Portanto (-,-) € um produto interno em (R3,+,-).

Exemplo 13.14 Com relacdo ao produto interno apresentado no exemplo anterior, cal-
cule <(] ) _]> ])) (032)4)>

Resolugao:
Temos que
L==s) 1 1 1 1
<(])_]>]))(0»2»4)> _(1 O) (_12)+_(14):_
2 3 4
OJ
Para o espago das fungbes continuas em um intervalo fechado e limitado temos o:
Exemplo 13.15 Sejam (C([a,b];R),+,:) espaco vetorial real (onde + e - sGo as ope-

ragées usuais de C([a,b] ,]R) e conszderemos (-,+) : C([la,b];R) x C([a,b];R) — R dada
por

b
(f,9)= | flxigx) ax (13.16)

para f,g € C(la,bl;R).
Mostre que (-,-) € um produto interno em C([a,b];R).

Resolucao:
De fato, se f,g,h € C([a,b];R) e « € R temos:
Entao

1. Vale (P1) pois:

(g = |

a

= (f,h) + (g, h),
logo vale (P1).
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2. Vale (P2) pois:

(x-f,9) =" |

a

logo vale (P2).

3. Vale (P3) pois:

logo vale (P3).

4. Vale (P4) pois:

i, f) = Jb f(x)f(x) dx Jb 2(x) dx > 0.

a a

Lembremos do Célculo 1 que se f € C([a, b];R) e f(x,) # 0 para algum x, € [a, b] entdo
b
J f2(x) dx > 0.

Logo (f,f) > 0 e se (f,f) = 0 deveremos ter f = O, logo vale (P4).
Portanto (-,-) € um produto interno em (C([a, b];R),+,-).

Exemplo 13.17 Com relacao ao produto interno apresentado no exemplo anterior, cal-
cule o produto interno entre as fungbes seno e co-seno definidas no intervalo [0, 27].

Resolucao:
Sejam f, g : [0,27] — R dadas por

f(x) = sen(x) e g(x) =cos(x), x € [0,pil.

Logo f,g € C([0,27];R) e

(f,g) = sen(x)cos(x)dx = =0.

21
[=T13) Jzn lexercicio] SeIIZX
0 2 0

Para o espago das matrizes de ordem m x n temos o

Exercicio 13.18 Sejam (M,«n(R),+, ) espago vetorial real (onde + e - sd@o as operagées
usuats de Mu.n(R)) e consideremos (-,-) : Myuxn(R) X Minyxn(R) — R dada por

(A, B) = i i aij by, (13.19)
=5

i=1
onde A = (ay), B = (by) € My (R).
Mostre que (-,-) € um produto tnterno em M «n(R).
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Resolucao:
De fato, sejam A = (ay), B = (bi;), C = (cij) € Mmxn(R) e x € R.
Logo
A+B = (aij—l—bij), (1320)
o A = (oay;) (13.21)
Entao

1. Vale (P1) pois:

(C0), () —
<A+B,C> = ZZ(aﬁ —|—bij)(lij

i=1 j=1

=3 Y ayey+ Y Y bycy =(A,C)+(B,C),
i=1

=1 j=1 j=1
logo vale (P1).

2. Vale (P2) pois:

(), — o
(x-A,B) = Z Z(O“lij)bij

logo vale (P2).

3. Vale (P3) pois:

logo vale (P3).

4. Vale (P4) pois:

n m n

(A A) = i Z Qi ay = Z Z aiz]- > 0.

i=1 j=1 i=1 j=1

Logo (A,A) > 0 e (A,A) =0 se, e somente se, a;; =0, para todoi=1,---,m e todo
j=1,---n, isto é, deveremos ter A = O, logo vale (P4).

Portanto (-,-) é um produto interno em (M xn(R),+, ).
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Exemplo 13.22 Com relagdo ao produto interno apresentado no exremplo anterior,
tomando-se m =n = 2, calcule o produto interno entre
Resolucao:

11 -2 0
A_(O 2) : B_(1 ]>.
Temos que

(A,B}:(((]) ;)(22 ?)>(“3E)1-(—2)+1.o+o-1+2-1:o.
0

Observacao 13.23 Lembremos que o traco de uma matriz quadrada A é a soma dos
elementos da diagonal da matriz e € denotado por tr(A).

Um outro modo de introduzir o produto interno acima é dado pelo:

Exemplo 13.24 Sejam (Mu,«n(R),+,-) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes
usuats de M«n(R)) e consideremos (-,-) : Muxn(R) x M, (R) = R dada por

(A,B) = tr (B'A), (13.25)

onde A,B € M.xn(R).
Mostre que (-,-) € um produto interno em M, (R).

Resolucao:

Notemos que se A,B € M, ,«n(R) entdo B' € M, n(R), logo podemos fazer o produto
B'- A € M«n(R) (ou seja, serd uma matriz quadrada de ordem n), logo podemos calcular
o seu trago.

Notemos também que do Apéndice I segue que se A = (a;), B = (byj) € Mmxn(R) entéo

tr (BtA) = i i Clijbi]'.

i=1 j=1
Logo se A,B,C € M, (R) e « € R teremos:

1. Vale (P1) pois:

(A+B,C) "= tr[CY(A + B)] = tr[C'A + C'B]
Avendice I ¢ (CYA) + tr (C'B) = (A, C) + (B, C),

logo vale (P1).

2. Vale (P2) pois:

(- A,B) = r[C(aA)

] [Apéndice I

"tz (B'A) = a(A, B),

logo vale (P2).
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3. Vale (P3) pois:

(=23

(A,B) "= tr (BtA) PPt ((BUA)Y
Apendice Il 4 At (BY tr (A'B) = (B, A),
—
—B
logo vale (P3).
4. Vale (P4) pois:
[Apéndice 1]
(A, A) (=) tr (A'A) > 0.

Logo (A,A) > 0 e (A,A) =0 se, e somente se, a;; =0, para todoi=1,---,m e todo
j=1,---n, isto é, deveremos ter A = O, logo vale (P4).

Portanto (-,-) € um produto interno em (M, (R),+, ).
Observacgao 13.26 Em vista do Apéndice I temos que, se A,B € M,(R) entdo
tr (B'A) = tr[(B'A)Y] = tr [AY(BY)Y = tr (A'B),
ou seja, poderiamos ter definido o produto interno do exemplo acima por
(A,B) = tr (A'B)

que teriamos o mesmo resultado.

13.2 Norma

Definigao 13.27 Seja (V,+,:) € um espago vetorial real munido de um produto interno.
Dado u € V defintmos a norma do vetor u, denotada por ||u||, como sendo

[ull = v (u,w).

Observagao 13.28 Note que € possivel extrair a raiz quadrada de (u,u) pois, pela pro-
priedade (P4), temos que (u,u) > 0.

Consideremos alguns exemplos:

Exemplo 13.29 No espac¢o vetorial real (R",+,-) munido o produto interno dado por
(I32) temos que a norma do vetor x = (X1,...,X,) € R" serd dada por

x| = /X7 +--- +x2.
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Observacao 13.30 No curso de Geometria Analitica vimos que a norma do vetor x € R3
(ou em R?) nos fornece o comprimento do vetor x.

e

Logo € natural pensarmos que a norma de um vetor em um espacgo vetorial real
munido de um produto interno mos forneca o comprimento do vetor em questao.

Exemplo 13.31 No espago vetorial (C([a,b];R),+,-) munido do produto interno defi-
nido por (LZ1d) temos que a norma de f € C([a,b];R) serd dada por

b
1)) = j [F(x))2 dx.

a

Exemplo 13.32 No espago vetorial (M, (R),+,:) munido do produto interno definido
por (CZZH) temos que a norma de A € M,,(R) serd dada por

JA] = tr (ATA),

Temos as seguintes propriedades para a norma associada a um produto interno em um
espago vetorial real:

Proposigao 13.33 Seja (V,+,-) um espago vetorial com um produto interno.
Entao:

1. para todo u €V e todo o« € R temos

loc -l = fedd f[Fuelf;

2. para todo u € V temos
Jull > 0;

3. para todo u € V temos

lul[ =0 se, e somente se, u=0;

4. vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz, isto €, para u,v € V temos

[{uy V)E< ([l [IvIf;

5. wvale a desigualdade triangular, isto €, se u,v € V temos

[+ v < fulf + [Ivil.
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Prova:
De 1.
Observemos que

Hoc'uH = \/<“'u>“'u> = \/oc2<u,u> = \/;\/ <LL,LL> = |« \% <LL,LL> = |« HLL|||,

completando a verificagdo.

De 2.:
Segue do fato que raiz quadrada é ndo negativa.
De 3.:
Se u= 0 entédo |jul| = [(0,0) =0.
—

-0

Reciprocamente, se u # O entdo (u,u) > 0 e assim |[u|| = y/(u,u) > 0, completando a
verificagao.

De 4.

Se v = O entdo [(u,0)] = 0 e por outro lado ||u]| [|O] = 0, em particular, teremos
[{(wy vl < Jluff vl

Suponhamos que v # O.

Para todo o € R, temos que |[u+ o -v|* > 0.

Logo,

0 < luto-v|[F = (u+o-vyu+o-v) = (u,u) + 2(u, vy + (v, v)o?

= [[ull® + 2w, v) o+ [Vl[Ped,

cujo lado direito é um polinémio do 2.0 grau na varidvel o € R (pois ||v||* # 0).

Como ele deve ser maior ou igual a zero deverd possuir, no maximo, uma raiz real, ou
seja, seu discriminante deverd ser menor ou igual a zero.

Mas o discriminante associado ao lado direito da desigualdade acima serd dado por

A = 4(u,v)! =4l |v]* <o.
ou seja,
2
()" < Jluf? v

Extraindo a raiz quadrada, obtemos |(u,Vv)| < |ju|| ||v||, completando a verificagdo.
De 5.:
Observemos que

lu+v[* = (wtvyu+v) = [[ulf + VI + 2(u,v)
[des. Cauchy-Schwarz]

< [l [l + 2ifullivil = (el =+ (vl

Extraindo a raiz quadrada, completamos a demonstragao.
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Observagao 13.34

1. Um vetor que tem norma igual a 1 serd dito vetor unitério.

2. Observe que a desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada ao produto interno do
espago vetorial real (R™,+,-) dado por (I34) nos diz que

(Y1 + -+ xayn)? <0G+ ) YT+ +yp)-

~" ~~ ~~

:<(X]a"'»xﬂ)»(y])"'»yh»z :”(XM"WXH)HZ :||(U1»‘“ayn)H2

3. A mesma desigualdade aplicada ao produto interno (ILZTA) no espago vetorial real
(C([a,b,];R),+,) fornecerd

b 2 b b
(J f(x)g(x) dx) < [0 ax [ ot ax.

a a a

V Vv
=(f,g)* =lfl* =lgll*

4. A mesma destgualdade aplicada ao produto interno (CZZA) no espago vetorial real
(Mn(R),+,-) fornecerd

(tr (B'A))* < tr (A'A) tr (B'B).
——— ———
(A Az =lBJ]2

Proposi¢ao 13.35 (Identidade do Paralelogramo) Sejam (V,+,-) um espago vetorial
real munido de um produto interno < -,- > eu,v € V.
Entao
[+ V]2 + [u = v = 2([ul|* + [[v[).

Prova:
Observemos que

v 4 P = v )+ (v
= <u) LI.> + <V>V> + 2(u,v> + <LI., u> + <V>V> - 2<u> \)>
= 2(u,w) + 2(v,v) = 2([|uf* + []v]*),

completando a demonstragao.
|

O préximo resultado nos mostra como podemos obter o produto interno entre dois vetores
a partir das normas da soma e diferenga dos respectivos vetores, mais precisamente:

Proposigao 13.36 Sejam (V,+, ) um espago vetorial real munido de um produto interno
<4 ->euwvev.
Entao
e+ = lu—=v[* = 4(u,v),
ou, equivalentemente,

1
(v = 2l + VIl = e = vl
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Prova:
Observemos que:

[u4v|]> = [[u—v|F = u+v,u+v)—u—v,u—v)
= U, u> + <V,V> + 2<u> V> - <u) u> - <V>V> + 2<u) V>
:4<uav>>

completando a demonstracao.

Apliquemos isto ao:

Exercicio 13.37 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real munido de um produto interno
<-+->eu,veyV tais que

lu+v|=1 e Ju—v||=1.
Calcule (u,v).

Resolucgao:
Da proposigao acima temos que

1
(v) = 2l + vl = u—v|7 = 0.

Observacao 13.38 Podemos ver geometricamente o que ocorre no exemplo acima se
V=R (ouV=R?).

Neste caso a conclusao do exemplo acima nos diz que os vetores u e v sao, do ponto
de vista de Geometria Analitica, dois vetores ortogonazis.

13.3 Distancia

Definicao 13.39 Seja (V,+,:) um espago vetorial real munido de um produto interno
<y >,
Defintmos a fungdo d:V xV — R dada por

d(u,v) = ”u_VH) LL,VE\/,

denominada por em distdncia do vetor w ao vetor v.

A funcao distancia satisfaz as seguintes propriedades.

Proposigao 13.40 Seja (V,+,-) um espaco vetorial real munido de um produto interno
<y >
Temos que

1. para todo u,v € V segue que
d(u,v) = 0;
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2. para todo u,v € V temos

d(u,v) =0 se, e somente se, U=y,

3. para todo u,v € V temos
d(u,v) = d(\),LL);

4. para todo u,v,w €V temos

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Prova:
De 1.:
Para todo u,v € V temos que

[prop. (==3) item 2.]
d(u,v) = [lu—v| 2 0,

mostrando a afirmacao.
De 2.:
Para todo u,v € V temos que

dlu,v) =0 & |lu—v||=0 iprop. (@ﬁem&] u—v=0 & u=yv,

mostrando a afirmacdo.
De 3.:
Para todo u,v € V temos que

[prop. (IEEE) item 1.]

d(w,v) = [[lu—v| = [|[(=1) - (v—u)|| | — 1] |[v—u/ = d(v,u),
=1
mostrando a afirmacao.
De 4.
Para todo u,v,w € V temos que
dlu,v) = [u=v[[=flu=v=—w+w)|| =[(u—w)+ (v-w]

[prop. (==3) item 5.
< [w—w| +[v—w[ = d(u,w) + d(w,V),

completando a demonstragao.
|

Exemplo 13.41 Com relagdo ao produto interno (I34), no caso n =4, calcule a dis-
tdncia entre os vetores u = (1,1,3,2) ev =(2,2,1,0) do R*.

Resolucao:
Temos

dlu,v) = [[u—v| =[|(1-2,1-2,3—-1,2-0)|
= V(=12 + (=12 + 22+ 22 = V0.
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Exemplo 13.42 Com relagGo ao produto interno (LZTA) calcule a distdncia entre as
fungdes f e g, onde

f(x) = sen(x) e g(x)=cos(x), x€l0,2m]
do espago vetorial real (C([0,27;R),+,-).

Resolucao:
Temos
27

27t
[d(f, ) = [[f — g|? = j () — g2 dx=j [sen(x) — cos(x)]? dx
0 0
27t

27
= J [sen’(x) + cos?(x) — 2 sen(x) cos(x)] dx = J [1 — 2sen(x)cos(x)] dx
0 0

ici 2
jerercieiel sen’(x) ‘On = 2m.

Portanto, d(f,g) = v2m.

13.4 Angulo

Observacgao 13.43 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real munido de um produto in-
terno < -,- > e u,v € V vetores nao nulos.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja proposigdo (ILZ=33) item 4.) temos

—[lufl vl < (uyv) < ffudf vl

Como u,v # O, da proposicdo (ILZF3) itens 2. e 3., seque que |[uf,||v|] > 0, logo
dividindo-se ambos os membros da destgualdade acima por ||ul| ||v||, obteremos:
(u,v)
= vl

Desta forma, existe um unico numero real © € [0, 7] tal que

(w,v)

0) = .
<0s(0) = vl

(13.44)

Definicao 13.45 O numero real © € [0, 7] obtido actma serd chamado de angulo entre os vetores

uev.
Observacgao 13.46 Na situagcao acima teremos
<u,v>=||ul [|v|] cos(0).
Exemplo 13.47 Calcule o dngulo entre as funcoes f e g, onde
f(x) = sen(x) e g(x)=cos(x), xe€]l0,2m]

definidas em [0,27] com o produto interno dado por (ILZIA).
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Resolucao:
Observemos que

27 27 1 21

f(x)g(x) dx = J sen(x)cos(x) dx = =sen’x| =0.

9= | O jsen'y|

0

. , T
Desta forma, o angulo entre as fungdes f e g serd 5

Temos também o

Exercicio 13.48 Sejam (V,+,-) espago vetorial real munido de um produto interno <
> euw,v eV tais que

uf =Ivlf=1 e Ju=v]|=2.

Calcule o dngulo entre os vetores u e v.

Resolugao:

Como |[u|| = ||v|| =1 temos que u,v # O.

Logo

42 a2 = (w—vyu—v)
(hull=[v I=1]
= [ull+ W[ =2(uw,v) 77 = 2= 2{u,v),

que implicard em (u,v) = —1.

Portanto ) |

u,v —
cos(0) = i - =_
uftfvll 1.1 ’

implicando que 0 = 7, ou seja, o dngulo entre os vetores (ndo nulos) u e v sera 7.

13.5 Ortogonalidade

Definicao 13.49 Sejas (V,+,-) espago vetorial real munido de um produto interno <
e >'
Diremos que os vetores u e v sdo ortogonais em V se (u,v) =0.

Neste caso, escreveremos ulv.

Diremos que um conjunto finito S ={w,...,uy} C V € um conjunto ortogonal em V
seuiluy parai#j, 1 <1i,j <n.
Diremos que um conjunto ortogonal S = {uy,...,u,} C V € um conjunto ortonomal em V
se [yl =1,j=1,...,n, ou seja,
- - 1, se i=j
u,u >=
o 0, se 1#j

SejamuweV eSCV,S #(. Diremos que o vetor u € ortogonal ao conjunto S se o
vetor u for ortogonal a todos os vetores de S (isto é, <u,v >=0 para todov € S).
Neste caso escreveremos u_LS.
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Exemplo 13.50 Seja R3, +,-) um espago vetorial real munido do produto interno (I34)

(comn=3).

Mostre que a base canénica de R?, isto ¢, B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € um conjunto
ortonormal, relattvamente ao produto interno (I34).

Resolucao:
Sejam

€1 = (])O)O)> ezi (O>])O)) 635 (O>O>1)

Observemos que

(e,e1) = ((1,0,0),(1,0,0
(er,e2) = ((1,0,0),(0,1,0
(er,e3) = ((1,0,0),(0,0,1
(ez,€2) = ((0,1,0),(0,1,0
(ez,e3) = ((0,1,0),(0,0,1
(e3,e3) = ((0,0,1),(0,0,1

1
1
1
0
0
0

J400+00=1,
0+0.140.0=0,
0+0.0+0.1=0,
O+1.1400=1,
O0+1.0+0.1=0,
0+00+1.1=1,

mostrando que B é um conjunto ortonormal, relativamente ao produto interno (I=4).

Observacgao 13.51

1. Se (V,+,-) € um espago vetorial real munido de um produto interno < -,- > e

u=0 ouv=0 entdo ulv.

De fato, pois se, por exemplo, u = O teremos

(u,v) = (0,v) =0,

mostrando que ulv.

2. Seu,v#0 entdo ulv se, e somente se, o dngulo entre os vetoresuw ev € 0 =

E .

De fato, pois se 0 € [0,71] € o dngulo entre os vetores u e v entdo, de ([3Z4),

segque que

(u,v) = [luf[|[v] cos(6).

, T
Logo ulv se, e somente se, cos(0) = 0 ou, equivalentemente, 0 = 3 1sto €, o
U
dngulo entre os vetores u ev é 0 = 5
3. Se S ={w,...,uy} CV € um conjunto ortogonal com u; # O, j =1,...,n entdo

ol
a7 |

€ um conjunto ortonormal.
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De fato, pois para i,j =1,--- ,n temos, como u; # O segue que ||w;|| # 0, logo
W 1
{ ) = (i, )
sl R 17 Jrua) g
1 1
Tt W) = e wf =1, se
= ¢l a7 | [Jwl] ’ ,
0, se 1#j

mostrando que o conjunto S € ortonormal.

Proposicao 13.52 Sejam (V,+, -) um espago vetorial real munido de um produto interno

<+->eS={uw,...,u} CV um conjunto ortonormal.
Entdo wy,...,u, sdo linearmente independentes.
Prova:
Sejam o, - -+, x, € R tais que

o Uy + o U = 0.
Logo fazendo o produto interno do vetor acima com w1, e lembrando que
(unw) =wlP=1 e (y,w)=0,

para j = 2,...,mn, obteremos

(E33)
0=(0,wy) = (o W+ U+ -+ Xy - Up,Uy)
= X (u1,u1>+oc2 (ul,u2>+---+cxn <'LLn,LL1> = 1,
~—— ~—— ~——

= =0 =0
isto é, o; = 0.
Logo ([313) tornar-se-a
0 Uy + -+ o U = 0.

Tomando o produto interno do vetor acima com u;, obtemos,

(=33)
0=(0,uy) = (a2 -up+az-uUz -+ Xy - Uy, Up)
= <LL2,LL2> +0o (ug,u2> + e+ Xy <un,u2> = Ky,
~—— ~—— ~——

=1 =0 =0

isto é, o, = 0.

(13.53)

(13.54)

(13.55)

(13.56)

Repetindo o processo chegaremos a conclusdo que a tnica possibilidade para ([Z23) sera

x; ==, =0, ou seja, os vetores uy,---,u, sdo li., completando a demonstragao.

Observacao 13.57
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1. A proposi¢ao acima continua vdlida se S for apenas um conjunto ortogonal for-
mado por vetores nao nulos.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

2. Se o espago vetorial real (V,+, ) munido de um produto interno tem dimensdo n
entdo, pela proposi¢cao acima, um conjunto ortonormal S de V que tem n elemen-
tos serd uma base de V (pois o congunto S serd l.1.).

Por 1sto temos a:

Definicao 13.58 Seja (V,+,:) € um espago vetorial real munido de um produto interno
de dimensao n.

Diremos que B = {u,...,u,} € uma base ortonormal de V se o conjunto B for um
conjunto ortonormal.

Com isto temos a

Proposigao 13.59 Sejam (V,+,-) € um espago vetorial real munido de um produto in-
terno < -,- > de dimensdo n e B ={uy,...,u,} uma base ortonormal de V euc V.
Entao

uw=(u,u) U+ -+ Uiy - w,.

Prova:
Como B ={u,...,u,} € uma base de V| existem «,...,x, € R tais que

u = - Uy _|__|_o(nun
Tomando o produto interno do vetor u com o vetor u; obteremos

<u,u1> :<OC1 'u]+062'u2"‘+09n'umu1>
= X (u1,u1>—|-oc2 (uz,u1>+--- + %(Lbn,u1> = X1,
=1 =0 -0
pois a base B é ortonormal, isto é,
X = <u>u1>'

Para j = 2,--- ,n temos, de modo anéalogo, que

<1L,‘LLJ'> :<0(1 'LL1+"'OCJ;1 - U +ocj~uj+ocj+1 “ Ui +---+ocn~un,uj>
= o (Ur, W) 4+ A+ o (W1, 1) 05 (W, W) +41 (Wi, W)
+ ot o (Un, ) = o,
=0

pois a base B é ortonormal, mostrando que

& = <LL,L[1'>,

completando a demonstragao.



230 CAPITULO 13. ESPACOS EUCLIDIANOS

Observagao 13.60 Na situagcao acima, para cada j=1,---,m, o vetor
(uyu5) -y

serd denominado projecao ortogonal do vetor u na direcdao do vetor u;.

Exemplo 13.61 Seja (R? +,-) espaco vetorial real munido do produto interno (I3-4)
(comn=2).
Encontre as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor u = (1,1) € R? em

ff)(f f).

relacdo a base B = {(

2 h g
Resolucao:
Sejam
= (V2 ﬁ) . _(\/Z \/E)
) )

2 V2 2 V2 2 V2 22 1 1
<u1au1> = <(%)§)» (%)\/7_» = %% + %\/7— - z + z - 1)
2 V2 2 2 2 V2 2 2 1 1
(g = (U2, V), (V2 -V S V2D (Vv 1T

Como a base B é uma base ortonormal, pela proposigdao anterior, temos que

u=(u,uy) - u + (u,uy) - up

= (0,0, (2 - (2, (- (-
IVREEL S

Temos também a

Proposicao 13.62 Sejam (V,+,:) é um espago vetorial real munido de um produto
interno < - > e U = [uy,...,u,] o subespagco gerado por um conjunto ortonormal

S i{uh---)un}-
Entao, se uw €V temos que o vetor v eV dado por

vVEu— (W) w = — (W) s un (%)
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é ortogonal a todo vetor w € U, isto €&, v 1l.
Em particular, v= 0 se, e somente se,

u = <u)u1> B S e <u>un> * Un,
ou seja, se, e somente se, U € [Uq,...,Un].

Prova:

Seja w € U.

Como S é um conjunto ortonormal de V que gera U, pela proposicdo (I35J), segue que
S serd uma base para o subespago vetorial U.

Logo, existem escalares oy, -+, € R tais que

w:Zog--uj.
j=1

Para mostrar que v L U precisaremos mostrar que (v,w) = 0.
Observemos que

<V>W> = <V,Z & uﬂ) = Z O(j<v)uj>
j=1 j=1

Portanto, basta mostrar que (v,u;) =0 paracadaj=1,...,n.
Como uy,...,u, formam um conjunto ortonormal, para cada j =1,--- ,n, temos
(%)
(Vo) = (u—(u,w) = () - uy— - — (U, Un) - Un,y 1)
= <u)uﬂ'> - <u>u1><u1)uﬂ'> - <u»u’J><uﬂ>u’J> - <u>un><uﬂ>uﬁ>

[(uj,u;)=0, se 1]
- YT AP Y Y, =\ —(uw, ;) =0,
(W) — (W) (W, ) = (w,w) — (u,u)

=1

completando a demonstragao.

Temos a

Proposigao 13.63 Sejam (V,+,-) € um espago vetorial real munido de um produto in-
terno < -,- > e U um subespago vetorial de V.
Seue U eull entao u=0.

Prova:
Como u € U e, por hipétese, o vetor u é ortogonal a todo vetor de U, teremos u | u
(pois u € U) implicando que
[ul|* = (u,u) =0,

ou seja, ||u|| =0, mostrando que u = O, como queriamos demonstrar.

Como consequéncia temos a
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Proposigao 13.64 Sejam (V,+,-) € um espago vetorial real munido de um produto in-
terno < - >, S ={w,...,un}t e R={vy,..., v} conjuntos ortonormazis tais que [S] = [R].
Entao, para u €V, temos

<LL,LL1> T <u»un> “Up = <LL,V]> Vit + <u»Vn> *Vn.

Prova:
Sejauwe V.
Definamos U = [R] = [S],

Wi iu_(<u>u1> s W +"'+<u)u/n> ufn)

wy =u— ((u,vy) - vi+ -4+ (U, vn) - V).

Pela proposigdo ([ZHE2) temos wy,wo LU,  (*)
Logo, se w € U, temos

isto é, (w; —w,) L U.
Notemos também que

wr —wy = (W) v+ (wyvn) v — ((uywg) s ug 4 -+ (uyug) - uy) € W
Portanto, da proposigdo ([ZE3), segue que w; — w, = O, isto &,
<LL,LL1> U A <u>un> “Un = <LL,V]> A B e <u»Vn> " Vn,

como queriamos demonstrar.

Podemos agora introduzir a

Defini¢ao 13.65 Sejam (V,+,-) € um espaco vetorial real munido de um produto interno
<>, S={uy,...,uy} €V um conjunto ortonormal, U = [uy,...,u,] eueV.
O vetor w € V dado por

w= () - uy + -+ (uy ) s uy

serd chamado de projecao ortogonal do vetor u sobre o subespago U.

Observagao 13.66 Se (V,+,-) € um espago vetorial real munido de um produto interno
<-->eveV éum vetor nao nulo.

Entao
v

s={ L
o

€ um conjunto ortonormal.
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Assim, se u € V, a projecdo ortogonal do vetor u sobre o subespaco vetorial [S] nada
mais serd do que o vetor
% > v (wv)
I vl vl
Neste caso, por abuso de, diremos que o vetor w é chamado de projegao ortogonal
do vetor u na diregdo do vetor v.

w=(u

Notemos que o vetor nao nulo v nao €, necessariamente, unitario mas o vetor —

€ unitdrio (ver da observagdo (ILZ7D).

Apliquemos estas idéias ao

Exercicio 13.67 Considere o espaco vetorial real (R3,+,-) munido do produto interno

(I23).

Verifique que os vetores
I I IS S e
V3 V33 V2V

formam um conjunto ortonormal.

w =

Encontre a proje¢ao ortogonal do vetor u = (2,3,1) sobre o subespagco gerado pelos
vetores u; e u,.

Resolucgao:
Temos que

(a1, ) = <(—,—%, LR

3 373 V3 V3
L L I I
33 37 3 V3'v3 3 33 7
1 1 1 1T 1
W,u) = \\—7=y ==y —F= _3_50
(ur,uz) = (( CLIV;; 3)( 75 )
1T 1 1.1 1 1 1
=t (——)—=+ —=0=———+0=0,
3 2( 3) 2 V3 V6 V6
1 1 1 1
<u2,u2> - <(_2> _250)) (_2) E,O»
1T 1 1.1 1 1
- —+—)—=)+00==+= =1,
vzt 272

ou seja, S = {uy,u,} é um conjunto ortonormal.
Assim, a projegdo ortogonal do vetor u = (2,3, 1) sobre o subsepago vetorial [u;, u;] sera
dada pelo vetor

w = <u>u1> ‘) + <u>u2> - U
1 1T 1 1 1 1 1 1 1 1

2,3,1), —,—
BV ARV Ve RN AV ANV
55

- (z» z»
Podemos aplicar as idéias acima ao

0).
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Exemplo 13.68 Constdere o espago vetorial real (%5;(R),+,-) com o produto interno
dado por

1
p,a) = | Pa) @ pig € AR
0
Encontre a projegdo do vetor p € ¥3(R) dado por
px)=T+x+x*+%x°, xeR

sobre o subespago vetorial gerado pelo vetor q, onde

qx) =x*—x, x€R.

Resolucao:
Observemos que

logo q # O e além disso

1 1

(b, q) = j p()q(x) dx = Jom Fx 42+ — x) dx

J] [exercicio] 11

2.5 6
—x — d =
0( X — X"+ x> +x7) dx i

Assim a projecdo ortogonal do vetor p sobre o subespago vetorial gerado pelo vetor (,
serd dada pelo vetor r € Z;(R), onde

. y 211 [exercicio] 55
T(x) = <‘1|)q ‘?2 -q(x) = —%(7& —x) = —g(xg' —x), x€eR.
105

13.6 Processo de Gram-Schmidt

A demonstragdo do préximo teorema fornece um método para se conseguir uma base orto-
normal de um espacgo euclideano finitamente gerado a partir de uma base dada.
Para isto temos o

Teorema 13.69 Todo espaco vetorial real finitamente gerado, munido de um produto
interno < -,- >, possui uma base ortonormal.

Prova:

A prova é por indugado sobre a dimensdo do espago.

Seja (V,+, ) um espago vetorial real munido de um produto interno < -,- > de dimensédo
finita.
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Se dim(V) =1 entdo existe vi € V, v; # O, tal que V = [v{].
Como v; # O, definindo-se v
W =7
[Vl
segue que B = {1} € um conjunto ortonormal e V = [1y], ou seja, B é uma base ortonormal
do espago vetorial real (V,+, ).
Se dim V = 2 entdo existem vetores vi,v, € V 1i. tais que V = [vy,v;], ou seja, C = {vy,v,}
é uma base do espacgo vetorial real (V,+,-).
Definamos

W=
vl

Nosso trabalho se resume em encontrar um vetor ortogonal ao vetor u; e que tenha norma

Primeiramente vamos encontrar um vetor ortogonal ao vetor u;.
Pela proposigdo ([ZE2), basta definirmos

w =vy— (va, ) - .

Temos que u; # O, pois os vetores v; e v, sdo linearmente independentes.
Resta agora normalizar o vetor uj, isto é, definirmos

u = —-—.
[l

Entao
V1 . V2 — (V23u1> s

1w =
T v — vy w)

W = —
il
formam uma base ortonormal de V.

Dado n € N, suponhamos que tenhamos provado o teorema para todos os espagos vetorial
real munido de um produto interno < -,- > de dimensdo n — 1.
Queremos provar que o mesmo é verdade para todo espago vetorial real munido de um
produto interno de dimensdo n.
Se dim(V) =n > 2 entdo existem vy,...,v, € V que formam uma base de V.
Notemos que
u = [V],. ..,Vn,1]

é um subespago vetorial do espaco vetorial (V,+,-) e tem dimensdo n — 1.
Desse modo, usando a nossa hipétese de indugao, é possivel encontrar uma base ortonor-
mal de U.

Denotaremos estes vetores da base ortonormal de U por uy,...,uy 1.
Como v, ¢ U (caso contrério vy,---,v, seriam 1.d.) entdo, pela proposi¢do ([ZEHEZ), o
vetor
2
Uy =V — (Vo Wp) s W — -+ — (Vny Un1) - Ung

é um vetor ndo nulo e ortogonal a todos os elementos de U (portanto, ortogonal aos vetores
Wiy.nony U,n,1).
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Para finalizar, tomamos como base de V os vetores

UyyeooyUp_1y,Up
onde
. uT/l . Vn—<vn,u1)-u1—---—(vn,un,1)-un,1
Un = T )
Hu’nH HVTI - <Vn,U1> W = <vn>u’nf1> : LLnf]H

completando a demonstragao.

Observacao 13.70

1. Notemos que na demonstracao do teorema acima partimos da ezisténcia de uma
base do espago vetorial e ortonormalizamos a mesma.

2. O procedimento de, partindo de uma base de um espaco vetorial, obter uma base
ortonormal do mesmo (que foi o que fizemos na demonstragao do terema actma)
€ conhecido como processo de Gram-Schmidt.

3. No caso de um espago vetorial real munido de um produto interno tridimensional,
se B = {vy,v2,v3} € uma base, entdo uma base ortonormal deste espago pode ser
dada pelos vetores

u hd
1=
vl
V) — (Vz)lh) s
w =
v = (v, wr) - |
W= vz — (V3 u) - wy — (V3 Up) - U
HV3 - <V3,U1> LS <V3>Uz> 'Uz||

Apliquemos este processo aos seguintes exemplos:

Exemplo 13.71 Encontre uma base ortonormal do espago vetorial real (W, +,-) onde +
e - sdo as operagdes usuais de R, munido do produto interno ([34), comon =3, onde

W ={(xy,z) € Rg;X—Zy =0}k

Resolucao:
Observemos que W é um subespago vetorial de (R3, +,-) (verifique!).
Notemos também que (x,y,z) € W se, e somente se, x = 2y ou, equivalentemente,

(x,y,z) = (Zy,y,z) =y (2>1>0) +z- (0>0>1)a

ou seja,
W = [(2> 1>0)> (O» O» 1)]

Desta forma B ={(2,1,0), (0,0, 1)} serd uma base de W (pois geram e sdo 1.i.).
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Definamos
W = (0> 0> 1 ))

pois este vetor é unitéario (tem norma 1).
Pelo processo de Gram-Schmidt, o vetor u, serd a projegdo ortogonal, unitéria, do vetor
v, = (2,1,0) na diregdo do vetor u;, isto é

Vo— < Vv, U > Uy
[va— < vo,wy > |
(2,1,0) — ((2,1,0),(0,0,1)) - (0,0,1) B (2,1,0)  (exercicio] , 2 1

:"(2)150)_<(2)])0))(O>O>1)>(O>O>1)’_H(2)])O)H - (_5)_5)0)’

assim obtemos a base ortonormal {u;,u,} para o espago vetorial (W, +, ).
Podemos aplicar o mesmo processo para o

uzi

Exercicio 13.72 Encontre uma base ortonormal do espago vetorial real (W,+,-) onde
+ e - sdo as operagées usuais de R*, munido do produto interno (I34), como n = 4,
onde

W ={(x,y,z,t) e REx+y+z+t =0

Resolucgao:
Observemos que W é um subespago vetorial de (R*, +,-) (verifique!).
Notemos também que
(x,y,z,t) € W se, e somente se, x = —y — z — t ou, equivalentemente,

(X)U>Z)t) = (—y—Z—tU)Z»t) =Yy- (_]»]>O>O) +z- (_])O)])O) +t- (_])O)O)])v

ou s€ja,

W = [(—1,1,0,0)}, (—1,0,1,0), (1,0,0,—1)}].
e e =
Como os vetores (—1,1,0,0), (—1,0,1,0),(—1,0,0,1) sdo linearmente independentes, se-
gue-se que formam uma base do espago vetorial real W (pois geram W).
Definamos

. W (_])])O)O) 1 1
W = = =(——,—,0,0).
Yl T e 0,00 - v v Y
Pelo processo de Gram-Schmidt teremos
V— <V, U > Wy
w =
||V2— <Vv,u > U H
1 1 1 1
_]>O>]>O - _])O)])O> __)_>O>O __>_>O)O
( ) —(( )(ﬁﬁ»(ﬁﬁ)
1 1 1 1
-1,0,1,0) — ((—1,0,1,0), (——=, —, 0,0 - —,0,0
[(=1,0,1,0) —(( )’(\/E\/Z”»(\/Z’\/Z )|

11
22 1

T NG
||(_Z>_E»1»O)||

1,0) :

—
.

~1,-1,2,0
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De modo anélogo,

V3 <3, U > U — <V, Up > W

N ||V3— <vzu > -u— < vz, u > -UZH

(—=1,0,0,1) — ((—1,0,0, 1), uy) - uy — {(—1,0,0,1),uz) - uy
[(—=1,0,0,1) — {(—=1,0,0, 1), 1y} - ug — ((—1,0,0, 1), w2) - wo|’

Como
(=1,0,0, 1)1} = ((=1,0,0, 1), (———, - 0,07 =
yUyVy 1)y 11 — yVy Yy 1y \/zv\/z) ) - 5
1 1
~1,0,0,1),w) = ((—=1,0,0,1), —(—1,—1,2,0)) = —
(( )y uz) = (( ) \/g( ) e
segue que
(—1,0,0,1)—<(—1,0 O 1) U]>U] —<(—1,0,0,1),LL2>LLZ
1 1 1 1 1
~1,0,0, 1 — —,0,0) — —=——(—1,-1,2,0
(1001)—1—(1 100)+(11—10)—(—1 1 11)
2) 2) ) 6)6) 3? - 3) 3) 3) .
Desta forma,
T 1 1
(__>__)__>]) 1 1 1 1
- 3° 3 3 _ ! -
T o A N A
3 3 3

assim obtemos a base ortonormal {u, u,, u3} para o espago vetorial (W, +, ).

Exemplo 13.73 Encontre uma base ortonormal do espago vetorial real (2;(R), +, ) mu-
nido do produto interno

1

pya) = | pa)ax pig e AR
0
Resolugao:

Usaremos o processo de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal a partir da
base formada pelos polinémios p,, p1,p2 € Z(R) onde,

po(x) = 1) P1 (X) = Xy pZ(X) = X2> x € R.

Temos que
1 1
Pl = | Pt ax= | 1ax=1
0 0
assim definimos
qo(X)ipo(X):]) x € R.
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Seguindo o processo de Gram-Schmidt, definimos

. P1— <p1>q0>q0
(x) = :
T = o = (p1, o) g
Como
1 1 ]
rvpe) = [ Pilau ax= [ xax =3
0 0 2
€
IP1— (1, o) ||2—j][ 00— gt a —f( _ 1y gy gl 1
P1 P1ydo)9oll” = OP1X ZqoX X = OX 5 = 12
segue que
e SN
qi(x) = ] :\1_2/(x—§): 3(2x—1), x€eR
— =2\/3
12
Por fim, definamos
. P2—(P2,90)90 — (P2, q1) 41
q2(x) = :
2 b2 = (92, 90) 4o — (P2, 41 il
Como
rl 1 ]
(P2 4o} = | P200)d0(x) dx = j XPdx =1,
JoO 0 3
! ! exercicio 3
(p2y i) = | P2(x)qi(x) dx:\/§J (2x— 1) dx == }%
JO 0
N
P2 — (P2, do) 4o — (P2, q1) || = . [P2(x) — (P2, Go) do(x) — (P2, q1) g1 (x)]* dx
! 1 lexercicio ] 1
_ 2 )2 i -
—do(x x+6) dx 730’
segue que

) 1
qa(x) = V180 (x> —x + )= V5(6x2 —6x+1), x€R.
=65
Desta forma, uma base ortonormal de #,(R) é dada por {q., q1, q2} onde

Go(x) =1, qi(x)=vV3(2x—=1) e qo(x) =V5(6x*—6x+1), x€R.

13.7 Complemento Ortogonal

Comegaremos introduzindo a

Definicao 13.74 Sejam (V,+,:) um espacgo vetorial real munido de um produto interno
<+ -> e U um subespago vetorial de V.
Definimos o complemento ortogonal de U, indicado por U+, como sendo o conjunto

Ut ={vev;vu =0, Vue Uh.
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Com isto temos a
Proposicao 13.75 Na situacdo acima temos que Ut é um subespacgo vetorial de V.

Prova:
Notemos que O € U+ pois (O, u) = 0 para todo u € U.
Se v,w € Ut e o € R, entdo para todo u € U, temos

V4 - w,u) :M#—oc(w,u) =0.

cul eud
[v: ]O [w: ]0

Portanto, (v + « - w) € Ut, mostrando que U* é um subespago vetorial de V.
|

Observagao 13.76 Se o espago vetorial real (V,+,-), munido de um produto interno
< .- >, tem dimensdo finita entdo v € Ut se, e somente se, o vetor v é ortogonal a
todos os vetores de uma base qualquer de U.
De fato, se B = {uy,--- ,u,} € uma base de U entao se u € U ezxistem escalares
X1y, 0y € R tais que
U=07- U+ -+ Xy - Up.

Portanto v € Ut se, e somente se,

(vyu) =0 para todoue U & (vyoq-uy+---+ &, - un) =0 para todo g, , 000 € R
= oq(v,w)+-+ an(v,u,) =0 para todo 1, , 00, € R
= ) == wu,) =0,

ou seja, o vetor v € ortogonal a todos os vetores da base B de U.
Apliquemos estas idéias ao

Exemplo 13.77 Consideremos o espaco vetorial real (R3,+,-) munido do produto in-

terno (I34) e
U ={(x,y,z) € R%x—y—z=0}

Encontre o subespago vetorial U+.
Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo que U é um subespago vetorial de
3
R y T )
Temos (x,y,z) € U se, e somente se, x =y + z ou, equivalentemente,

(x,y,z) = (y +z,y,z) =y (])])0)+Z' (])O>”>

ou seja,
u= [(1>]>0)> (]>O>])]
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Logo os vetores (1,1,0) e (1,0, 1) formam uma base de U (pois geram e sdo L.i., verifique!).
Assim, da observagio acima, (x,y,z) € U se, e somente se,

<(X>U»Z)»(1>1>O)> =0 € <(X,y,l),(1»031)>=0,

ou seja,

=0
{x+y — (x,y,z) =x-(1,—-1,—-1), x€R.
x+z=0
Assim,
ut =[(1,-1,-1).

Teorema 13.78 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real munido de um produto interno
<+, - >, de dimensao finita e U um subespaco vetorial de V.
Entdo V=Uo U'.

Prova:
Dado v € V, consideremos o vetor w que é a projecdo ortogonal do vetor v sobre U, isto
é,
w=(v,u) w4+ (VyUy) - U,
onde B ={uy,---,u,} é uma base ortonormal de U.
Observemos que
v=w+ (v—w).

Logo, pela proposigdo ([ZE2), como w € U teremos que (v —w) LU, ou seja, para todo
uel, (v—w,u)=0,logo,v=_w +(v—w) e U+ U, mostrando que V = U + U-~*.
~ S —
eu UL
Agora, se u € U N Ut entdo (u,u) = 0 e, portanto, u = O, ou seja, V = U@ UL,

completando a demonstracao.

13.8 Isometria

Definigao 13.79 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espacos vetoriats reats munidos de produtos
internos.
Diremos que T € Z(U,V) é uma isometria de U em V se

(T(w), T(uy)) = (w,uwz), para todo uj,u, € U.

Observacao 13.80 Note que os produtos internos acima, embora representados pelo
mesmo simbolo, sao produtos internos de V e de U, respectivamente, isto €, de modo
r1goT0so, deriamos escrever

(T(w), T(uz))y = (W, w2)y, para todo uy,u; € U.

Para simplificar a notagdo omaitiremos os indices U e V mos respectivos produtos
internos envolvidos na igualdade.
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Com isto temos o

Exercicio 13.81 (Rotagao em R?) Sejam 0 € R fizado, (R% +,-) espaco vetorial real

munido do produto interno (I34) e T : R? — R? dada por

T(x,y) = (xcos(8) —ysen(8),xsen(8) +ycos(0)), (x,y) € R

Mostre T é uma isometria de R* em R2.

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € .Z(R?).

Se (x1,Y1), (x2,Y2) € R? temos que

(T(x1,Y1), T(x2,Y2)) = ((x1 cos(0) —yisen(0),x; sen(0) 4 y; cos(0)),

(x2cos(0) —y,sen(0),x,sen(0) + y, cos(0)))

lexercicio]

= x1X2(cos?(8) + sen?(0))

—Yi1Xx2(—cos(0) sen(0) + cos(0) sen(0))

— x1Y2(cos(0) sen(0) — cos(0) sen(0))

4 Y1y (cos?(0) + sen?(0))
=xX1X2 +tYy1y2 = <(X1)y1)> (XZ)y2)>)

mostrando que T é uma isometria de R? em RZ.
Temos o

Teorema 13.82 Sejam (U,+,-), (V,+,-) espacos vetoriais reats munidos de produtos

internos e T € Z (U, V).
Sao equivalentes:

1. T € uma sometria de U em V;
2. |IT(w)| = |u|| para todo u € U;

3. |T(uw) —=TWV)|| = [|[u—v| para todo u,v € U,

4. Se {uy,...,uy} € U € um congunto ortonormal entao {T(w),...

conjunto ortonormal em V.

Prova:
(1. = 2.):
Como T € Z(U,V) é uma isometria temos que

(T(u), T(v)) = (u,v) paratodo u,vel. (x)

Em particular, tomando u = v, obteremos

T[> = (T(w), T(w) u (u,u) = ||ul|?, para todo

, T(un)} serd um

ue U,



13.8. ISOMETRIA 243

ou seja, ||T(uw)|| = ||u/|, para todo u € U, mostrando que 2. ocorrera.

(2. = 3.):

Para todo u,v € U, temos

[Te 11near 2.
IT(w) = TH) [T =) = [[u—vl,

mostrando que 3. ocorrera.

B3=1):

Note que

e T é linear] [3.]
IT(w) + T IT(w) = T(=v)[| = [lu— (=v)[[ = [[w+ [l ()

Pela proposigdo (IJZEZE), para todo u,v € U temos

(T(w), TO) = 3 T(w) + T2 [T(w) ~ T) )

()
= v = = viP) = (),
mostrando que 1. ocorreré.
(1=14):
Se {uy,...,u,} € um conjunto ortonormal de U entdo, como T é uma isometria, temos

1, sei=j

0, sei#j,

ou seja, {T(uy),..., T(w,)} € um conjunto ortonormal, mostrando que 4. ocorrera.
4=1):
Seja B ={uy,...,u,} uma base ortonormal de U.

Por hipétese temos que C ={T(u),..., T(u,)} € uma conjunto ortonormal.
Logo se u,v € U, existem escalares o1, -+, &n, B1,- -+, Pn € R tais que

(T(w), Tlw)) = (wi, ) :{

U=o; W+ -+ U, € V=P037-w+- -+ pBn- U

Como isto obteremos

(T(w) Zocl ZB]
[T é linear] e n
= < oq-T(m), Bi- T(w)) = o B (T(w), Tw))

=Y .. (13.83)
i=1

Por outro lado,

n n

= ( K - Uy, Bj - w) = o By (i, 1)
; ; i W ZZ JH_{:L

i=1 j=1

=Y .. (13.84)
i=1
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Comparando as expressdes ([Z23) e (Z=4), concluimos que T é uma isometria de U em
V, completando a demonstragao.

Como consequéncia temos o

Corolario 13.85 Sejam (U, +,-), (V,+,-) espagos vetoriais reats munidos de produtos
internos e T € Z(U,V) uma isometria de U em V.
Entao a transformacao linear T € injetora.

Prova:
Basta ver que se T(u) = O, como T é isometria, temos entdo

[l

portanto, u = O, mostrando que a transformacao linear T é injetora.

[teor. (IZXX7) item 2.

]
T = [I0] =0,

Também como consequéncia temos o

Corolario 13.86 Sejam (U,+,-), (V,+,-) espagos vetoriais reats munidos de produtos
internos com e dim(U) =dim(V) e T € Z(WU,V) uma isometria de U em V.
Entao T é um 1somorfismo de U em V.

Prova:

Como os espagos vetoriais reais (U, +,-) e (,+,-)V tém a mesma dimensao €, pelo corolario
acima, a transformagdo linear T é injetora, segue-se, do corolario (ECR12), que a transformacéo
linear T é uma bijegdo, isto é, um isomorfismo de U em V.

Apliquemos isto ao

Exercicio 13.87 Sejam (R?,+,-) espago vetorial real munido do produto interno (I3-4)
e T ¢ Z(R?) tal que a matriz do operador linear T com relacdo a uma base ortonormal

de R? € dada por
1 2
-2 1)

Pergunta-se: T € uma isometria em R? 2

Resolucao:
Vejamos, se B = {1, v} € uma base ortonormal de R? e

(£ 3)

é a matriz de uma isometria S € . (IR?) com relagdo a esta base entdo

Su=a-ut+c-v, (13.88)
Sv)=b-u+d-v. (13.89)
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Pelo teorema anterior deveremos ter

S =lul=T1 e [S0lle= mpllVll = 1.
=varie

Além do mais,
(S(u),S(v)) = (u,v) =0.
~——rn—

L 0h 4 ba
Logo deveremos ter
al+ct=1
b2+ d? =1
ab+cd=0

Deste modo, o operador linear T nao pode se uma isometria pois, por exemplo, a?+c? =
124+ (=2 =5#1.

Observagao 13.90 Sejam (U, +,-) espago vetorial real finitamente gerado, munido de
um produto interno, B = {u,...,u,} uma base ortonormal de U e T € Z(U) uma
1sometria.

1. Encotremos a matriz do operador linear T em relagcdo a base B.
Consideremos M = [T]g = (aj;).

Para cadaj=1,--- ,n temos que
T(LLJ) :(11]' + Uy —|—"'—|—Clnj * Un,

assim

n n n n
=<§ ki uk,z Qpj * Um) = § E Qi Qmj (Wi, W)
—
k=1 m=1 k=1 m=1 5,
! m

ou seja, para cada j =1,--- ,n deveremos ter
a1i0y; +--+ anilnj = 6'1]'.

Portanto, as colunas da matriz M, quando vistas como vetores do (R", sdo vetores
ortonormais no espago vetorial R™, +,-), munido do produto interno (I34).
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2. Vale observar também que

lexzercicio] (

MtM Cl]i(lh' + -+ ClniClnj) = In.

Uma matriz quadrada com a propriedade acima serd chamada de matriz ortogonal.

Deixaremos para o leitor o

Exercicio 13.91 Sejam A,B € M, (R) tais que AB = 1,..
Mostre que BA =1, e, portanto, B=A"".

Observacao 13.92

1. Em particular, o exercicio acima nos diz que se uma matriz M € M, (R) € uma
matriz ortogonal entao ela serd uma matriz tnversivel e além disso, sua matriz
mversa serd sua matriz transposta, isto é,

M =M
2. Observemos que a equagao
MM*' =1,

nos diz que as linhas da matriz M quando vistas como vetores do R™ sao vetores
ortonormais no espago vetorial R™, +,-), munido do produto interno ([I34).

3. Se a matriz M € M, (R) € ortogonal entdo

det?(M) = det(M). det(M) M= M Get(MY). det(M)

= det(M'M) = det(I,,) =1,
isto €, det(M) = %1.

Conclusao: o determinante de uma matriz ortogonal serd igual a +1.

4. A reciproca deste fato nao € verdadeira, isto € existem matriz quadradas A €
M. (R) de tal modo que det(A) = &1 mas a matriz A nao € uma matriz ortogonal.

Deizaremos como exercicio para o leitor encontrar uma tal matriz.

13.9 Operador Autoadjunto

Definigao 13.93 Sejam (U, +,:) um espago vetorial real munido de um produto interno
<.->eTeZU.
Diremos que o operador linear T é um operador autoadjunto em U se

(T(w),v) = (u, T(v)),

para todo u,v € U.
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Com isto temos o

Exemplo 13.94 Sejam (R? +,-) espaco vetorial real munido do produto interno (I3-4)
e T € Z(R?) dado por

T((x,y)) = (ax + by, bx +cy), (X,y) € R

Verifique que o operador linear T é um operador autoadjunto em R?.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagio que T € .Z(R?).
Se (x,y), (z,t) € R? temos

(T(x,y), (z,t)) = ((ax + by, bx + cy), (z,t)) = axz + byz + bxt + cyt.
Por outro lado,
((x,y), T(z,t)) = ((x,y), (az + bt, bz + ct)) = axz + bxt + byz + cyt.

Comparando as expressoes vemos que

(T, y), (2, 1) = (6 y), Tz, ),

mostrando que o operador linear T é um operador autoadjunto em R?.

Observacao 13.95 Encotremos a matriz do operador do exemplo anterior com relagao
a base ortonormal B ={(1,0),(0,1)}.
Para 1sto temos que

T((1,0)) = (a.1 +b.0,b.1 +¢.0) = (a,b) = a - (1,0) + b - (0,1),
T((0,1)) = (a.0 + b.1,b.0 +¢.1) = (bye) = b - (1,0) + ¢ - (0, 1),

a b
Mg = (b c)

ou seja, € uma matriz simétrica (pots [Tl = [Tlg).

Isto, como vermos no préximo teorema, nao € uma simples coincidéncia.

assim

Teorema 13.96 Seja (U,+,:) um espaco vetorial real munido de um produto interno
< -, - > de dimensao finita e T € Z(U).

O operador linear T serd um operador autoadjunto em U se, e somente se, a matriz
do operador linear T em relacdo a uma base ortonormal de U for um matriz ssmétrica.

Prova:
Sejam B = {uy,...,u,} uma base ortonormal e A = (ay) a matriz do operador linear T
em relacdo a base B.
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Com isto temos que

T(Ww) = QW+ 4 Qe Un = ) Gy U, (13.97)

m=1

paratodok=1,...,n
Logo

[(Z=3) com k=i] =
<T(u¢))u’)> = <Zami'um>uj Zaml um)u’1>

m=1
Omj

= Qji. (1398)

Por outro lado,
(== comk o
wi,y Ty = (wy Qj - U Qmj (Wiy U
(wi, T(uy)) ,Z ] ; ]<_,‘ )
:aij. (1399)

Suponha que o operador linear T seja um operador autoadjunto em U.
Logo de ([ZR) e ([Z99) segue que aj = Qj;, i,j = 1,---,M, ou seja, a matriz de T em

relagdo a base ortonormal B é uma matriz simétrica.
Reciprocamente, suponha que a matriz (a;) do operador linear T em relagdo a base
ortonormal B = {u,,...,u,} seja uma matriz simétrica.

Devemos mostrar que
(T(w),v) = (u, T(v)), uw,vel

Como u,v € U, existem escalares o, -« -, xn, B1,- -+, Pn € R tais que

n n
uz“]'u1+"'+“n'unzzam'um € vZB]'u1+"'+Bn'un:ZBk'uk-

m=1

Entdo, como o produto interno é linear em cada uma de suas entradas e a base 5 é um
base ortonormal de U, teremos

(T00) = (T3 et - ¥ T2 (3 s T,
m=1

n

:<Zam'T(um)>ZBk'uk>:szxmﬁk )uk>

m=1 k=1 m=1 k=1

e, analogamente,

(u, UTZﬁk ) Teglear] U»Zﬁk T(u

- <Z(xm'um)Z[3k'T(
m=1 k=1

Z O(ml?)k um> uk))-

1 k=1

Msﬂ

E!
[
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Logo, basta mostrar que
<T(Um))uk> = <1,Lm)T(LLk)>, m’k: ]) ST

Como a matriz (a;;) é a matriz do operdaor linear T em relagdo a esta base, e ela é uma
matriz simétrica temos, por (IZH3) e (Z2), que

<T(U'J>uq'> =ay = a5 = <1LL,T(Uj)>>

como queriamos demonstrar.

Com isto temos o

Teorema 13.100 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real munido de um produto interno
<.->eTeZ.

Se o operador linear T é autoadjunto e A, sao autovalores distintos de T entdo os
autovetores do operador T correspondentes a esses autovalores serao ortogonaas.

Prova:
Sejam u e v autovetores correspondentes a A e 1 respectivamente, isto €,

Tu)=A-u e TV)=u-v.
Com isto temos

A —w(u,v) =QA-u,v) — (U p-v) = (T(w,v) — (u, T(v))
TR T (), v) = (Tw),v) = 0.
Como A # p, segue-se que (u,v) = 0. |
Finalizaremos este capitulo com o seguinte resultado que provaremos apenas no caso
bidimensional. O caso unidimensional é trivial.
Para a prova no caso geral, indicamos a leitura do livro Algebra Linear, de Elon L. Lima,
Colegdo Matematica Universitaria [M].

Teorema 13.101 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real munido de um produto interno
< -, - > de dimensao finita e T € Z(U) um operador autoadjunto em U.

Entdo existe uma base ortonormal de U formada por autovetores de T.

Em particular, o operador linear T serd diagonalizdvel.

Prova:
Faremos a demonstragao do caso bidimensional.
Como comentamos acima, a demonstragdo do caso geral poderé ser encontrada em ([0]).
Seja B = {u, v} uma base ortonormal de U.
Pelo teorema ([(2UH) segue que a matriz do operador linear T serd uma matriz simétrica,

ou se€ja, da forma
a b
A —
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para algum a,b € R.
Desta forma, o polinémio caracteristico associado ao operador linear T serd da forma

prA) =AM —(a+c)A+ac—b%* AeC.
Como
A=(a+c)—4(ac—b?)=a’+c?—2ac+4b* = (a—c)*+4b*> >0

vemos que o polindmio pr sé apresenta raizes reais.
a O

Se a = c e b = 0 segue que a matriz A serd da forma A = (O o

) = a.l; e a prépria

base B serve para completar a prova do teorema.

Agora, se a # c ou b # 0 entdo o polinémio pt possui duas raizes reais distintas, isto é, o
operador linear T apresenta dois autovalores reais e distintos.

Logo, pelo teorema (IZ10M), os autovetores u;,u, correspondentes serdo ortogonais e

como sdo nao nulos, pois sdo autovetores, serdao L.i. .

W w
—
[ur ]| [zl i
ortonormal de U (formada por autovetores de T), completando a demonstragao.

Basta tomar como base para U o conjunto B = { } que estd serd uma base

Como consequéncia temos o

Corolario 13.102 Se a matriz A € M, (R) € stmétrica entdo ela € uma matriz diagona-
lrizdwvel.

Prova:
Consideremos o espacgo vetorial real (M,,»1(R),+, ) munido do produto interno usual.
Observemos que se definirmos T : M, 1 (R) — M,.«1(R) por

T(X) =AX, X & Mna(R),

entdo T serd um operador linear em M, (R) cuja matriz em relagdo a base candnica de
M, x1(R) (que é uma base ortonormal) serd a matriz A, que é simétrica.

Logo do teorema (I[3UH) segue que o operador T serd autoadjunto que, pelo teorema
acima, devera ser diagonalizavel.

Portanto a matriz A serd diagonalizavel, completando a demonstracao.

13.10 Exercicios



Capitulo 14

Forma Canoénica de Jordan

14.1 Introducao e Exemplos

Como vimos no capitulo anerior, nem todo operador linear é diagonalizavel.

No entanto, se (U,+,-) é um espago vetorial finitamente gerado e T € Z(U), existira
uma base com relagdo a qual, a matriz do operador linear T em relagao a essa base ficara
"parecida” a uma matriz diagonal.

A seguir daremos uma pequena descrigao de como é a forma desta tal matriz "parecida”
com uma matriz diagonal, mas antes precisamos de algumas notagoes.

Observacao 14.1

1. Seja pr(A) o polinédmio caracteristico de T.

Observemos que, pelo Teorema Fundamental da Algebra, o polinémio pr fatora-se
como

pr(A) = A =A™ - (An =A™ (A — 0)* 4 BT - [(A — o) + BRI,
onde A\i # Aj, para i #j, comi,j =1,---,n e (&, B:) # (&, Bs) para r # s, como
r,s=1,---k.

De modo geral, o Teorema Fundamental da Algebra garante que podemos escrever
o polinémio pt como produto de um numero finito de fatores que serao poténcias
naturais de polinémzios irredutivers do 1.0 e do 2.0 graus.

2. Notemos que cada escalar o, +1p3; serd uma raiz compleza (ndo real) do polinémio
PT-

Além disso temos

my + -+ my +2p1 + - 2px = dim(U).

3. Se A € R (que serd uma rais real do polinémio pr) e v € N, denotaremos por J(A;71)
a matriz quadrada de ordem v cujos elementos da diagonal principal sdo 1guais a
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A e todos os elementos logo acima da mesma, 1guais a 1, ou seja,

AT O -~ 0
oOAx1 -+ 0
JAk)=]10 0 A --- 0
00 0 - A e
100 0 010 - 0
010 0 0 01 0
=20 0 1 0 +10 0 0 0
000 1TXr OOO---OTXT
=AL+ N,
onde I, € a matriz identidade de ordem r e
o1 0 - 0
o0 1 - 0
N=]0 0 0 - 0
o000 --- 0

TXT

z

4. Notemos que N" é a matriz nula, isto €, a matriz N é uma matriz nilpotente
(verifique!).

5. Se a+1p € C\R (que serd uma raiz compleza, ndo real, do polinémio py) er € N €
um numero par, denotaremos por R(«, ;1) a matriz quadrada de ordem r definida

por:
x B 1 O 0 0
—pB « 0 1 0 0
0 0 o P 0 0
R(e, ;1) = 0 0 B « 0 0
o 0 0 0 -+ o P
0 0 0 0 -+ =B of
6. SeBy,...,By sao matrizes quadradas, nao necessariamente de ordens iguats, deno-
taremos por diag (B1,...,By) a matriz quadrada de ordem igual @ soma das ordens
de Bq,...,Bx dada por: por
B 0 --- 0
_ o B oo 0
dlag(Bh”-)Bk): . 3 .
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7. Para ilustar se, por exemplo,

ST R
B]: O 2 ] e BZZ
00 2 0O 0 3 4
0O 0 4 3
entao
2 1 0 0 0 0O 0
2 1 0 0 0
0 0 2 0 0 0
diag (B, B,) =
0 0 0 3 4 1 0
0 0 0 —4 3 0 1
0 0 0 0 0 3 4
0 0 0 0 0O —4 3

Com isto temos o seguinte resultado cuja demonstragdo serd omitida (para maiores deta-
lhes ver [O]):

Teorema 14.2 (Forma Canodnica de Jordan) Sejam (U,+,-) um espago vetorial de dimen-
sdo finita e T € Z(U) cujo polindmio caracteristico é dado por

priA) = A =A™ - A =A™ (A — o)+ B - [(A— aa) + BRI, AER,

onde A\i # Aj, para i # j, com i,j = 1,---,n e (o, B:) # (xs,Bs) para v # s, como
rns=1,---kefp; >0, parar=1,--- k.
Entao existe uma base de U em relacao a qual a matriz do operador linear T é da
forma
J = diag (J1,...,Jp,Riy.. ., Rg), (14.3)

onde Ji,..., J, sdo da forma J(A;7v) para algum v € N e A € {Ay,...,A.} e Ry,...,Rq sdo
da forma R(«, B;s) para algum s € N e («, B) € {(a1, B1),..., (o, By}
Observacao 14.4

1. Pode-se mostrar que a matriz | em ([[Z-3) € unica, a menos de permutagées dos
seus blocos que compéem a sua diagonal.

2. Se A € um autovalor real do operador linear T entdo a soma das ordens dos blocos
do tipo J(A;s) serd igual a multiplicidade algébrica do autovalor A.

3. Se ax+1p € uma raiz compleza, ndo real, do polinémio pr (ou seja, um autovalor
complgezo nao real) entdo a soma das ordens dos blocos do tipo R(«, B;s) € igual
ao dobro da multiplictdade algébrica da raiz « + if3.
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4. Se A € um autovalor real do operador linear T com multiplictdade geométrica r
entdo existem 1 blocos do tipo J(A;s) associados ao autovalor A.

5. Suponha que
pr(A) = (A =A)™ - (A = A)™
onde Ay # Aj, sei#j, comoi,j=1,---mn.
Se m; também € multiplicidade geométrica de A; entdo o teorema de Jordan mos

diz que o operador linear T € diagonalizdvel (pois meste caso os blocos do tipo.
R(«, B;s) ndo ocorrerdo).

6. O Teorema de Jordan mos diz que a matriz de um operador linear T com rela-
¢Go a uma base arbitrdria € semelhante a uma matriz da forma (IZ-3), que serd
denominada, matriz de blocos.

Apliquemos estas idéias aos seguinte exemplos:

Exemplo 14.5 Seja (U,+,-) um espago vetorial finitamente gerado e T € Z(U).
Encontre as possiveis matrizes na forma canénica de Jordan do operador linear T
cujo polindmio caracteristico € dado por

pr(A) = (2—=AP(1=A), AeC.

Resolugao:

Note que o operador linear T possui dois autovalores, a saber, A; =2 e A, = 1 (pois sédo
as Unicas raizes do polinémio pr).

Como as multiplicidades algébricas e geométrica do autovalor A, = 1 s&o iguais a 1 (pois é
uma raiz simples do polinémio pr), temos que o tnico bloco correspondente a este autovalor
sera

J(A;1) = (1).
Com relagdo ao autovalor A; = 2, a sua multiplicidade algébrica é trés (é uma raiz tripla
do polinémio pr).
Se sua multiplicidade geométrica for 3 entdo existirdo trés blocos associados a este auto-
valor e todos eles sdo iguais a (2).
Neste caso, a matriz da forma canénica de Jordan para este operador serd forma:

0 00

o © o =

20
0 2
00

N © O

isto é, o operador linear T serd diagonalizével.
Se a multiplicidade geométrica do autovalor A; = 2 for 2, entdo existem dois blocos
correspondentes a este autovalor que sdo da forma

N =02 J22) = (f) ;)
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Assim, a matriz da forma canénica de Jordan para este operador linear serd da forma:

o O©C o =
o O N O
o N = O
N © O O

Se a multiplicidade geométrica do autovalor A; = 2 for 1, entdo existird um bloco corres-
pondente a este autovalor que é

J(2;3) =

S O N
S N =
N —= O

Assim, a matriz da forma canénica de Jordan para este operador linear serd da forma:

o O o =
o O N O
S N = O
N = O© O

Exercicio 14.6 Para o exemplo acima encontre qual das possiveis formas da matriz de
Jordan associada ao operador linear T € a que ocorrerd.

Sugestdo: encontre V(A;).

Exemplo 14.7 Seja (U,+,-) um esapgo vetorial finitamente gerado e T € £ (U).
Encontre as possivets matrizes na forma candnica de Jordan de um operador linear
T cujo polinédmro caracteristico é dado por

pr(A) =(1—=A?4+7), AeC.

Resolucao:
Utilizando a notagdo do teorema ([Z2) temos que

M=1, a=0 e pf=2

Como a+1if = 0+1i2 € C\R tem multiplicidade 1 (como raiz do polinémio pr), associado
ao mesmo s6 existe um bloco do tipo

woza - () 3.

Se a multiplicidade geométrica do autovalor A; = 1 for 2 entdo existem apenas dois blocos
associados a este autovalor e sdo iguais a (1).



256 CAPITULO 14. FORMA CANONICA DE JORDAN

Neste caso, a matriz da forma candénica de Jordan para este operador linear T serd da
forma:

10 0 O
01 0 O
00 0 2
00 =20

Se a multiplicidade geométrica do autovalor A; = 1 for 1 entdo existe apenas um bloco,
de ordem dois, associado a este autovalor que sera do tipo

j(;2) = (; ])

Neste caso, a matriz da forma canénica de Jordan para este operador linear T serd da
forma:

11 0 0
01 0 O
00 0 2
00 =20

Deixaremos a cargo do leitor o

Exercicio 14.8 Para o exzemplo acima encontre qual das possiveis formas da matriz de
Jordan associada ao operador linear T é a que ocorrerd.

Exemplo 14.9 Sejam (R*, +,:) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de R*) e T:R* - R* dada por

T(x,y,z,t) = (2x+y+z+t,2y—z—t,3z—1t,4t), (x,y,z,t) € R%

Mostre que T € Z(R*) e encontre uma base de R* com relagdo a qual a matriz do
operador linear T estd na forma candénica de Jordan.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € .Z(R*).
Se C é a base candnica de R* temos que

T((1,0,0,0)) = (2,0,0,0) = 2- (1,0,0,0) + 0 (0,1,0,0) + 0 (0,0,1,0) +0- (0,0,0,1)
T((0,1,0,0)) = (1,2,0,0) = 1-(1,0,0,0) +2- (0,1,0,0) +0- (0,0,1,0) +0- (0,0,0,1)
T((0,0,1,0)) = (1,—1,3,0)

T((0,0,0,1))

1,—-1,—-1,4)

(
(1,
(
1-(1, 000) (—1)-(0,1,0,0) +3-(0,0,1,0) +0- (0,0,0, 1)
(
1-(1, 000) (—1)-(0,1,0,0) 4 (—1) - (0,0,1,0) +4 - (0,0,0,1)

logo a matriz do operador linear T com relagdo a BB serd dada por
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21 1 1
02 —1 -1
00 3 -1
00 0 4

O polindémio caracteristico associado ao operador liear T serd dado por
prA) =B —=AN)4—-A)(2-7N? AeC.
Com isto podemos mostra que (verifique!)
V(3)=1[0,1,—-1,0)] e V(4)=1[(0,0,T1,-1)].

Desta forma vemos que dim[V(3)] = dim[V(4)] = 1.
Vejamos qual a dimensdo de V(2).
Temos que (x,y,z,t) € V(2) se, e somente se,

o1 1 1 X 0

O O —1 —1 O [exercicio]

00 1 -1 Z =10l &= vz =0x000=x-(1,0,00),x#0
o0 0 2 t 0

Assim, dim[V(2)] = 1 e o operador linear T ndo serd diagonalizavel.
Sendo assim, a matriz do operador linear T na forma candénica de Jordan serd da seguinte
forma:

o O O N
o o N =
oS W o o
~ © © O

Notemos que se pusermos
w =(1,0,0,0), uz3=1(0,1,-1,0) e us=(0,0,1,—-1)

(sdo autovetores do operdaor linear T) entdo para que uy,u;y, U3, Uy seja a base procurada, o
vetor u, deve satisfazer

T(u) =uy +2-uy, ouseja, (T—2.I)(u;) =u; ouainda, {[Tlg— 2.14}.[uzlg = [wls.

a
Desta forma, colocando-se u = (a, b, c,d), temos que [ulzp = E e portanto
d
o1 1 1 a 1
00 —1 —1 bl |0
00 1 -1 c|l |0
00 0 2 d 0

cuja solugdo geral é da forma (a,1,0,0), para a € R (verifque!).
Podemos tomar, por exemplo, u; = (0,1,0,0) e isto nos fornecera a base procurada.
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14.2 Exercicios



Capitulo 15

Apéndice I - Matrizes

15.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de um elemento que é de grande importéncia, em particular, no
estudo da ALgebra Linear, a saber: Matrizes.

Lembraremos a definigdo, as operagdes, propriedades das mesmas e algumas aplicacoes
que sdo particularmente importantes para o nosso contexto.

Introduziremos o escalonamento de matrizes e apresentaremos algumas aplicagdes desse
processo para resolugdo des sistemas lineares (homogéneos e ndo homoéneos) e para inversdo
de matrizes.

No segundo Apéndice apresentamos o método de Crammer para resolugdo de sistemas
lineares.

15.2 Definicoes Béasicas

Definicao 15.1 Uma matriz é uma tabela retangular de numeros reais ou complezos.
Tais numeros sao denominados entradas da matriz.
Uma matriz serd sempre indicada por uma letra maiiscula: A, B, C....
Uma matriz horizontal serd denominada matriz linha.
Uma matriz vertical serd dita em matriz coluna.
O tamanho de uma matriz é o seu numero de linhas pelo seu numero de colunas.

Observacao 15.2

1. Em geral uma matriz, de tamanho n x m, com entradas
aj, 1<i<n, 1<j<m

tem a seguinte forma:

ap; apz ... Qim
az Aaz ... Qm

A= . . . . = (aij)nxm
An1 An2 ... Qnm

259
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onde n,m € N sao fizos.
2. No caso acima diremos que a matriz A tem n linhas e m colunas.

3. Quando n =m a matriz A serd dita quadrada de ordem n.

4. No caso actma, as entradas a;;, i = 1,...,n formardo o que denominaremos de
diagonal principal.

Exemplo 15.3 A matriz
1
A= i
-3
é uma matriz (compleza) coluna de tamanho 3 x 1.

Exemplo 15.4 A matriz
B= (1050 7 e)

é uma matriz (real) linha de tamanho 1 x 4.
Exemplo 15.5 A matriz (real)
12 3
C=|45686
7 8 9
€ uma matriz de tamanho 3 x 3, logo quadrada de ordem 3.
Motacao 15.6 Denotaremos por
M (R) = {matrizes de tamanho n x m que tem entradas niumeros reais}
e de modo semelhante definimos
M. (C) = {matrizes de tamanho n x m que tem entradas numeros complezros}.

Quando n = m dentotaremso Mu,(R) (ou My,,(C)) simplesmante por M, (R) (ou
M,.(C)), isto ¢,

M. (R) = {matrizes de quadradas de oredm n que tem entradas niumeros reais}

e de modo andlogo definimos M, (C).
Para ssmplificar a notagdo actma, denotaremos o conjunto acima por My, quando
ndo for tmportante o tipo de entradas da matriz (se reais ou complezas).

Nos exemplos acima teremos que
A € Mg](@), Be Mu(R) e Ce M;(R).

Definigao 15.7 Para n,m,p,q € N sejam A € M,;,, e B € M.
Diremos que as matrizes A e B sdo iguais, escrevendo A = B, se e somente se

n=p, m=q e aj=by, parai=1,...,n e j=1,...,m,

onde A = (ay) e B = (by), ou seja, duas matrizes sGo iguais serdo iguais se, e somente
se, tém o mesmo tamanho e as correspondentes entradas sao 1guais.
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15.3 Operacoes com Matrizes

Definigao 15.8 Para n,m,p,q € N sejam A € My, B € M,,.
Definiremos a adigdo das matrizes A e B, indicada por A+ B, se, e somente se, n =p
e m = q e neste este caso, a matriz C =A + B € M,,;;, terd como entradas

cy =ay+by, i=1,...,n, j=1,...,m,
O’I’I,de A = ((111) e B — (bu)'
Observagao 15.9 Logo se A = (ay), B =(b;) e C=A+ B entdo

(cyy) = (ay + by).

2 31 11 i ~
Exemplo 15.10 SeA_<3 ; 2)6]3_(1 0 _2>entao

34 141
- (31700),

Com isso temos as seguintes propriedades:

Proposicao 15.11

1. My € fechado como a operac¢ao de adigdo definida acima, isto €, a soma de duas
matrizes 1 X m € uma matriz n X m;

2. A adigcao em M,,, € comutativa, isto €,

A+B=B+A, paratodoA,B € Mup;

3. A adicao em M, € associativa, 1sto €,

(A+B)+C=A+B+C, para todo A,B,C € M, ,n;;

4. A adigdo em M, tem elemento neutro, isto €, existe uma (Unica) matriz n X m,
denominada matriz nula, indicada por O tal que

A+0O=A, paratodo A€ Myn;

A matriz O € a matriz de ordem n X m cujas entradas sao todas zero, isto €,

O=(04), onde 0;5=0, 1<i<n, 1<j<m
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5. A adicao em M,,, adminte elemento oposto, isto €, se A € M,n, existe uma
(dnica) matriz n x m, denominada oposta da matriz A, denotada por —A tal que

A+ (—-A)=0.

A matriz —A € a matriz de ordem n X m cujas entradas sao os opostos das cor-
respondentes entradas da matriz A, isto €, se

A =(ay) entdo —A=(—ay).

Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.
|

Definicao 15.12 Se A € M,;, e x € R (ou C) entdo a matriz B € My, cujas entradas
sao:
by =aay, i=1,...,n,j=1,...,m,

serd denominada produto do nimero real (ou complexo) « pela matriz A e indicada por
- A.

Observagao 15.13 Da defini¢cdo acima temos que se x € R (ou « € C) e (ay) € Myn
entao
X - (aij) = (O(aij)-

2 31
31 2

4 6 -2
“'A_<—6 2 —4)'

Com isto temos as seguintes propriedades:

Exemplo 15.14 Se A = ( ) e x = —2 entao

Proposicao 15.15 Para , B € R (ou C) e A, B € My,;, temos:

1. Vale a distributiva do produto de mimero real (ou complezo) pela soma de matri-
zes, 1sto é:
- (A+B)=o A+ «-B;

2. Vale a distributiva da soma de numeros reais (ou complezos) pelo produto de
matriz, 1sto é:
(x+B)-A=a-A+fp-B;

3. Vale a associativa do produto de niumeros reais (ou complexos) pelo produto de
matrizes, 1sto €:
(aB) A =oc-(B-A);
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4. Vale
1.A=A;
5. Vale
0.A =0.
Demonstragao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Definicao 15.16 Sejam A = (ay) € Mpm, B = (bkj) S Mmp-
Defintmos o produto da matriz A pela matriz B como sendo a matriz C = (ci) € My,
indicada por AB, cujas entradas sao dadas por

m
Ciji E aikbkj i:1,...,n, ):1,,]3
k=1

Observagao 15.17

1. Para podermos realizar o produto de duas matrizes, isto €, AB, € necessdrio que
o numero de colunas da matriz A seja igual ao numero de linhas da matriz B.

2. O produto nao € comutativo, isto €, em geral AB # BA, como mostra o seguinte
exemplo:

00 1 0 -
SeA—<] 1) e B_<1 O>entao
00 00
AB-(1 O) e BA_(OO)’

AB # BA.

ou seja, neste caso,

3. Este modo de definir produto de matrizes € 1util em diversas situacgoes.

Entre outras, para transformarmos sistemas lineares de equacgoes algébricas do 1.0
grau em equagoes matriciats, como mostra o exemplo:

Z1 = anyr + any:2
Z; = axyr + any: & z=A-y

Z3 = az1yr + asy2

Z
ondez=| z, |,A=(ay) e y= ur .
Z3 Y2

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagcdo da igualdade acima.
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Temos as seguintes propriedades para o produto de matrizes:

Proposicao 15.18

1. O produto de matrizes é associativo, 1sto é:

A(BC) = (AB)C, para todo A € Mup, B € My, C € Myg;

2. Vale a distributiva do protudo de matrizes pela soma de matrizes, isto é:

A(B+C)=AB+AC, paratodo A € Mym, B,C e Myy;

3. Vale a distributiva da soma de matrizes pelo produto de matrizes, isto é:

(A+B)C=AC+BC, paratodo A,B € Mym, Ce My,

4. Vale a associativa do produto de numeros reais (ou complexos) por matrizes, isto
é:

x(AB) = (xA)(B) = A(«B), para todo o€ R( ouC), A€ Mym, B € My,.

Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Com isto temos o seguinte exercicio, cuja resolugdo deixaremos a cargo do leitor:

3 =11
Ex. 15.19 Mostre que A= | 2 0 1 € solucao da equagao
1 -1 2
22 —522 4824 =0,

onde A" =A.A...A.

n—vezes

Definicao 15.20 A matriz | € M, cwjas entradas sdo:

0 C
aijiéijZ{ se 1#)

1 se i=j

serd denominada matriz identidade de ordem n indicada por 1.

Proposicao 15.21 Se A € M,,,, entao

LA =AIL, =A.
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Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Observagao 15.22 Para niumeros reais (ou complexos) temos a sequinte propriedade:
se o # 0 entdo existe «”' tal que
ot =1,

Para matrizes isto pode, em geral, nao ocorrer como mostra o sequinte exemplo:

Se A = ( (1) 8 ) entao nao ezxiste uma matriz B tal que

AB=1. (%

b1 b
by bn

[ by b 170\
AB_(O o>7é<o1>_12

para qualquer by, b1; € R (ou C) mostrando que isto € impossivel.

De fato, se existisse a matriz B = ( ) tal que que vale (*), entdo deveriamos

ter

Em vista disso temos a seguinte definigdo:

Definicao 15.23 Seja A € M.
Se existir uma matriz X € M, tal que

AX=XA =1,

entdo diremos que A é uma matriz inversivel.
A matriz X serd dita uma matriz inversa da matriz A.

Com isto temos o exercicio:

—4 o . 4 :
Exercicio 15.24 X = < 32 ) € uma matriz tnversade da matriz A = ( ; 3 > po1s
(verifique!)
AX =XA =1.
Temos a:

Proposicao 15.25 (Unicidade da inversa de uma matriz quadrada) Se X e X € My sdo
matrizes inversas da matriz A € M,,,, entao

X = X.
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Demonstragao:
Observemos que se X e X sdo inversas de A entdo teremos, em particular, que

XA =1, (1) e I,=AX, (2)

assim
(1

~

X = XI,, =2 X(AX) = (XA)X 21, X = X,

ou seja,

como queriamos demonstrar.

Observagao 15.26 Logo se uma matriz quadrada admaite uma matriz inversa esta serd
unica, com 1sto podemos introduzir a sequinte definigdo.

Definicao 15.27 Uma matriz A € M., que adminte uma matriz tnversa serd dita
ndo singular.

Neste caso a matriz inversa da matriz A serd denotada por A~'.

Uma matriz A € M., que nao admaite matriz inversa serd denominada singular.

Com isto temos a:

Proposicao 15.28 Sejam A,B € M., matrizes nao singulares.
Entao a matriz AB € M,,,, € uma matriz nao singular e

(AB) "=B'A".

Demonstragao:
Como A é uma matriz ndo singular segue que:

AATT =ATA =1,
Mas B também é uma matriz ndo singular assim

BB'=B B =1,.

Portanto,
(B'TA ) (AB)=B ' A'TA)B= (B 'I,)B=B 'B=1,
(ABY(B'TA) =A(BB HA = (AIL)A =AA =1,
Portanto a matriz AB é ndo singular e (AB)™' = B~'A™', como queriamos demonstrar.

Como conseqiiéncia temos o:
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Corolario 15.29 Sejam Ay,...,Ax € M,y matrizes nao singulares.
Entao a matriz A1A;...Ax € My, € uma matriz nao singular e

(Ar... AT =ATLLLAT

Demonstragao:
Basta usar a Proposicdo anterior e indugdo matematica.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Observagao 15.30

1. Mostramos na proposi¢ao acima que o subconjunto das matrizes nao singulares
em My, € fechado em relagdo ao produto de matrizes, ou seja, se A e B € M,
sao nao singulares entado AB também serd nao singular.

2. Vimos num exemplo anterior que se A = ( (1) (1) > #0 eB= ( 1 8 ) # O mas

AB =0.
Observemos que tanto A quanto B sGo matrizes singulares (verifique!).

Se uma das duas fosse nao singular isso nao poderia ocorrer, como mostra o
resultado a segquir.

Proposigao 15.31 Se A € M,,,, € uma matriz ndo singular e a matriz B € M, € tal que
AB=0¢eM,,

entao
B=0.

Demonstracao:
Como a matriz A é uma matriz ndo singular entao

AATT=ATTA=1,.

Mas,
B=LB=(AT'TA)B=ATAB)=A"0=0 = B=0,

como queriamos demonstrar.

Observacao 15.32 Uma aplicacao para as propriedades desenvolvidas acima seria con-
stderar a equag¢ado matricial:

Ax-=b ()

onde A € My, B € My sdo dados e x € My a ser encontrada (se possivel).
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Se A € uma matriz nao singular entao
x=A"-b

serd a unica solugdo da equagdo matricial (*).

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Observemos que a equac¢ao matricial actma corresponde a um sistema linear de n
equagoes algébricas lineares a n incdgnitas, logo as correspontes entradas da matriz
coluna x serao as (unicas) solugbes do sistema linear associado.

15.4 Algumas matrizes importantes

Definicao 15.33 Uma matriz quadrada A € M,, serd dita ser matriz diagonal se

aj=0 para i#j, i,j=1,...,mn

Uma matriz quadrada A € M,, serd dita triangular superior se

a;j =0, para i1>j, ,j=1,...,mn

Analogamente diremos que a matriz quadrada A € M,, € triangular inferior se

ajy =0, para i<j, ,j=1,...,mn
Observacao 15.34

1. Uma matriz diagonal A € M,,, deverd ser do seguinte tipo:

ar 0 0
A 0 Cl'zz 0
0 0 ... am

2. Uma matriz triangular superior A € M,,, deverd ser do sequinte tipo:

app a2 ... Qin

0 ay ... Qo
A =

O 0 ... am

3. Uma matriz triangular inferior A € M,,, deverd ser do seguinte tipo:
ai 0 e 0

a; azxp ... 0
A= .

An1 An2 ... Qupn
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Com isto temos as seguintes propriedades:

Proposicao 15.35

1. Se as matrizes A,B € M,, sdo matrizes diagonais entdo as matrizes A+ B,AB e
o - A serdo matrizes diagonats, onde x € R (ou C).

2. Se a matriz A = (ay) € uma matriz diagonal cuja diagonal principal ndo contém
0 (wsto €, a; #0,1=1,--- 1), entdo a matriz A é uma matriz ndo singular (isto
é, existe a matriz inversa da matriz A) e além disso

1

— ... 0
an
A= o0 ¢ o0
1
o ... —
aTlTI

3. Se as matrizes A,B € M,, sdo matrizes tringulares superiores (inferiores, respecti-
vamente) entdo as matrizes A + B,AB e «A serdo matrizes triangulares superior
(inferior, respectivamente), onde o« € R (ou C).

4. Se a matriz A € M,, € triangular superior (inferior, repectivamente) cuja diagonal
principal tem entradas nao nulas entdo a matriz A € uma a matriz nao singular,
isto é, existe a matriz inversa da matriz A e além disso a matriz A~' também serd
uma matriz triangular supertor (inferior, repectivamente).

Demonstracao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

15.5 Determinante

Definicao 15.36 Seja A € M,, uma matriz quadrada.
Sen =1, definimos o determinante da matriz A, denotado por det(A), como sendo

det(A) = ajq.

Sen > 1, para cada i,j € {1,---,n}, definamos a matriz Ay, a matriz quadrada
de ordem n — 1, obtida da matriz A, retirando-se a i-éstma linha e j-éstma coluna da
matriz A, isto €,

an N arG-—n a4 e A

A= | @ e GanG-n Aa-nGe) see o Gt
G =

J Aa+nr - AEENG-1 AE+H)E+H) cee o Qlitn
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Assumindo que o determinante de uma matriz de ordem (n—1) x (n — 1) 7d for
encontrado, definimos:

det(A) = Z aij|As;l
j=1
onde
|A1j| = (—1 )LH det(Aij) j=1,...,n.

O niumero |Ay| definido acima serd denominado cofator do elemento ay da matriz A e
a matriz B = (|Ay|) serd denominada matriz cofatora da matriz A e denotada por cof(A).

Com isto temos a:

Proposicao 15.37

an an -
1. Se A = entao
az a

det(A) = a;a22 — ayay;

app apz a3
2. Se A= azr Qaz azs entao

az; asz ass

det(A) = anaxnas; — anaxas — appaas; + a;pazsds; + aj3a1a; — 13022037,

3. det(O) =0, onde O € a matriz nula, quadrada de ordem n,
4. det(I,) =1, , onde I, € a matriz identidade de ordem n;
5. Se A € M,, € diagonal entdao
det(A) = a ... ann,
onde A = (ay);
6. Se A € M,, € triangular superior (inferior, respectivamente) entdo
det(A) = aj ... ann,
onde A = ajj.

Demonstracao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagcdo das propriedades acima.
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Observagao 15.38 Poderiamos definir o determinantepor meio dos cofatores de qual-
quer coluna ou linha da matriz A que obteriamos o mesmo wvalor, isto €, para i, €
{1,--- ,n} fizado temos que

det(A) = Z iyl Aioily
=1

onde
Al = (=1 det(Ay), j=1,...,m,

ou, para j, € {1,--- ,n} firado temos que
det(A) = > ay,|Ay,l,
i=1
onde

|Aijo| = (—])H—jo det(Aijo)) 1= 1)...,11.

Conclusdo: para cada i,,j, €{1,--- ,n} firados temos que
n n

det(A) = > ay,jlAi;l =D ay,lAg,l-
j=1 i=1

A seguir dexibiremos algumas propriedades importantes do determinante de uma matriz
guadrada.
Para isto precisaremos da:

Definicao 15.39 Dada uma matriz A € M, podemos realizar as sequintes operagoes
com suas colunas (ou linhas, respectivamente):

1) trocar duas colunas (ou linhas, respectivamente);

1) multiplicar uma coluna (ou linha, respectivamente) por um « € R (ou C) ndo
nulo;

11) adicionar uma coluna (ou linha, respectivamente) multiplicada por « a outra co-
luna (linha, respectivamente).

Tais operagdes serGo denominadas operagdes elementares sobre as colunas (ou linhas,

respectivamente) da matriz A.
Com isto temos a:

Proposicao 15.40 Seja A € M,,.
Consideremos

B = (Cl*1, ) a*(k—1)>b*k> Qi (k+1)y =+ = a*n)

C= ((1*1, ooy Qa(k—1)y Caky Qa(k1)y « « oy a*n)
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onde a,, denota a j-ésima coluna da matriz A paraj =1,--- ;n (analogamente para as
matrizes B e C) e seja ko, € {1,---n}.
Para B,y € R (ou C), se
Ak, = Bb*ko + YCikos
entao
det(A) = B det(B) + ydet(C).

Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo das propriedades acima.

Observacao 15.41 Vale um resultado andlogo ao da proposi¢dao acima para as corres-
pondentes operagdes sobre as linhas da matriz, isto €, se

Q14

A—1)x
B = bk*

A (k+1)%

An.)
(e
A(k—1)*

C= Ckx

A(k+1)%

Qns)

onde ay, denota a j-ésima linha da matriz A para j = 1,---,n (analogamente para as
matrizes B e C) e seja ko, € {1,---n}.
Para B,y € R (ou C), se
Qi = Pbrgs + VCioss

entao
det(A) = B det(B) +ydet(C).

Como conseqiiéncia da Proposigao temos o:

Corolario 15.42

1. Se A € M,, entao

detla., ..., Quk—1)y BQuky Qufkt1)y - -+ Qen] = B detla,, ..., aunl.
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2. Se A € M, entao

detary ...y Quik—1),Duk + Cuky Akt 1)y« + + y Qm]
= det[a*1, eoey Qy(k—1)y b*k, Qi (k1)y ey a*n]
+ det[uy - - oy Qufko1)y Caky Ak 1)y + + -y Cn].
Demonstragao:
De 1. :
Basta tomar y = 0 na Proposigdo acima.
De 2. :

Basta tomar 3 =y = 1 na Proposigdo acima.

Observacgao 15.43

1. O item 1. do coroldrio acima nos diz que o determinante de uma matriz que tem
uma coluna (ou linha) multiplicada por uma constante pode ser obtido multiplicando-
se o determinante da matriz pela constante.

2. O item 2. do coroldrio actma nos diz que o determinante de uma matriz que tem
uma coluna (ou linha) obtida da soma de duas colunas pode ser obtido somando-se
os determinante das matrizes que teém cada uma das colunas adicionadas.

3. Vale um resultado andlogo ao do coroldrio acima para as correspondentes opera-
¢oes sobre as linhas da matriz A.

Conseqiiéncia do Corolario acima temos o:
Corolario 15.44 Se A € M, e a.x, =0 para algum 1 <k, < n entao
det(A) = 0.

Demonstragao:
Basta tomar 3 =0 no item 1. do Corolério acima.

Observacao 15.45

1. O resultado acima nos diz que se uma coluna de uma matriz quadrada é nula
entao o determinante da matriz serd zero.

2. Vale um resultado andlogo ao do coroldrio acima para as correspondentes opera-
¢oes sobre as linhas da matriz A.

Um outro resultado importante é dado pela:
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Proposicao 15.46 Se A € M,, entao
det(Qury . vy Gy eney Qigyneny Qun) = —det(@ury ooy Gygy e vy Quky o ooy Q).

Demonstragao:
Serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao 15.47

1. O resultado acima nos diz que se trocarmos duas colunas de uma matriz quadrada
seu determinate muda de sinal.

2. Vale um resultado andlogo trocando-se “coluna” por “linha”, isto é, se trocarmos
duas linhas de uma matriz quadrada seu determinate muda de sinal.

A demonstracdo deste fato serd deirada como exercicio para o leitor.
Como conseqiiéncia da Proposigao acima temos o:
Corolario 15.48 Se Aec M, e
G, = A,y 1< koyjo <
(isto €, se a matriz A tem duas colunas iguais) entdo
det(A) = 0.

Demonstracao:
Da Proposigdo acima segue que se trocarmos a k,-ésima coluna com a j,-ésima coluna o
determinante da matriz obtida serd menos o determinante da matriz A.
Mas a matriz obtida da troca da k,-ésima coluna com a j,-ésima coluna é a prépria matriz
A.
Com isto teremos:
det(A) = —det(A) = det(A) =0,

como queriamos demonstrar.
|

Observacao 15.49 Vale um resultado andlogo trocando-se “coluna” por "linha”, isto €,
ou seja, se a matriz A tem duas linhas iguats entdo seu determinate é nulo.
A demonstracdo deste fato serd deirada como exercicio para o leitor.

Corolario 15.50 Se A€ M,,, y € R (ou C) e j #k entdo
det(airy ..oy Qyjyenty Qukot)y Quk + Y Qsjy Qi 1)y - - -y Qi) = det(A),

ou seja, se trocarmos uma coluna de uma matriz pela mesma somada com um mailtiplo
de uma outra coluna, o determinante da matriz obtida serd tgual ao da matriz tnicial.
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Demonstragao:
Da Proposigdo ([(2Z0) segue que

det(a*h coey gy ev ey Q1) Ak +Ya*j) Qi (k+1)y =+ oy a*n)
= det(a*h eoey Qugyov oy Q1) Qakey Qs (Kt 1)y« = oy Qin)
+ B det(auy .oy Qujy v v vy Quko1)y Ay Ci(kt 1)y -« + 5 Qsn)

~~
[Corolérig (m)]o

= det(a*h eoey Qugyovoy Q1) Qskey Qs (Kt 1)y« o oy a*n))

como queriamos demonstrar.

Observacao 15.51

1. Valem um resultado andlogo ao acima para a correspondente operagao sobre as
linhas das matrizes.

2. Resumindo: se A€ M, e A € R (ou C) entdo:

(i) trocar duas colunas (ou linhas) da matriz A faz como que o determinante da
matriz obtida seja menos determinante da matriz A;

(1) adictonar A vezes uma coluna (ou linha) da matriz A numa outra coluna (ou
linha) faz com que o determinante da matriz obtida seja igual ao determi-
nante da matriz A;

(111) multiplicar uma coluna (ou linha) da matriz A por A faz com que o determi-
nante da matriz obtida seja igual ao determinante da matriz A multiplicado
por A.

Além disso temos o seguinte resultado importante
Proposicao 15.52 Se A,B € M, entao
det(AB) = det(A)det(B).

Demonstracao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragdo da identidade acima.

Uma outra operagdo que podemos fazer com uma matriz é:

Defini¢ao 15.53 Se A € M,,,, defintmos a matriz transposta da matriz A = (ay), deno-
tada por A', como sendo a matriz A' = (by) € My, dada por

bijiaﬁ, 1§]§TL e 1§1§m
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Observagao 15.54

1. A relagdo que existem entre uma matriz e sua matriz transposta € que as colunas
da 1.a serao as linhas da 2.a e vice-versa.

2. E fdcil verificar que se m =n entdo A e A € M,,.
Temos os seguintes exemplos:

Exemplo 15.55

140 ~
1)A-<4 5 3)emﬁao

1 4
Al=1| 4 2
03
11 2
2)A=|1 2 3 entao
2 3 -5
11 2
At=|12 3 |,
2 3 -5

em particular, At = A.
Temos as seguintes propriedades para a transposigdo de uma matriz:

Proposicao 15.56 Sejam A,B € M,,.
Entao temos:

1. (AY = A;

)

2. sem=n,
det(A') = det(A);

3. (A+B)t=A"+ B

4. (AB)t = B'AY

5 (- A=« Al

6. se A é uma matriz diagonal entao

At

I
b

em particular,
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Demonstragao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Com isto podemos introduzir a seguinte definigdo:

Definicao 15.57 Seja A € M,, uma matriz quadrada de ordem n.

Diremos que a matriz A € uma matriz simétrica se

At =A.

Diremos que a matriz A € uma matriz anti-simétrica se

At = —A.

Temos os seguintes exemplos:

Exemplo 15.58

1.

2.

A matriz A = € uma matriz simétrica, pots At = A (verifique!);

& J N
S SRR

A matriz B = —1
-2

€ uma matriz anti-simétrica, pois Bt = —B (verifi-

w o G
S W N S~

w o =

que!).

Temos as seguintes propriedades para matrizes simétricas ou anti-simétricas:

Proposicao 15.59 Sejam A,B € M.

1.

Se as matrizes A e B sao matrizes simétricas entdo a matriz A + B tamb ‘me serd
uma matriz stmétrica;

Se as matrizes A e B sdo matrizes anti-simétricas entao a matriz A + B também
serd uma matriz anti-simétrica,

Se a matriz A € matriz stmétrica e x € R entdao a matriz o - A também serd uma
matriz simétrica,

. Se a matriz A € um matriz anti-stmétrica e x € R entao a matriz o - A também

serd uma matriz anti-simétrica,

Se as matrizes A e B sao matrizes simétricas entao a matriz AB também serd
uma matriz stmétrica se, e somente se, AB = BA.

Se as matrizes A e B sdao matrizes anti-stmétricas entao a matriz AB serd uma
matriz simétrica se, e somente se, AB = BA.



278 CAPITULO 15. APENDICE I - MATRIZES

6. Se a matriz A € uma matriz simétrica e a matriz B € uma matriz anti-simétrica
entao a matriz AB serd uma matriz anti-simétrica se, e somente se, AB = BA.

Demonstragao:
Do item 1.:
Se as matrizes A e B sdo matrizes simétricas entao

A=A e B'=B. (%

Como
Prop. ([==1) item 3.]

(A+B) At+B 2 A 4B,

segue que a matriz A + B serd uma matriz simétrica.
Os outros itens serdao deixados como exercicios para o leitor.
|
Como uma aplicagdo de determinantes e de transposigdo de matrizes temos o seguinte
resultado:

Proposicao 15.60 Seja A € M,, uma matriz.
A matriz A € uma matriz ndao singular se, e somente se, det(A) # 0.
Neste caso

a1 t
A7l = det(A)[COf(A)]

onde cof(A) = (|Ayl).

Demonstracao:
Sera deixada como exercicio para o leitor.
|
Com isto podemos resolver o:
3 2 -1
Exemplo 15.61 Verifique se a matriz quadrada de ordem 3, A=| —1 2 3 |, éum
-3 1 3

matriz nao-singular.

Caso afirmativo encontre sua matriz inversa.
Resolucao:

Observemos que:

Anl=(=1%6-3) =3, [Anpl=(=1P(=3+9) =-6, |Anl=(-1)"(-1+6)=5.

Logo
det(A) =33+2(—6)+ (—1)5=9—-12—-5=—-8 £0.

Logo, pela Proposi¢cao acima seque que a matriz A é um matriz nao singular, isto
€, eriste a matriz inversa A”.
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Para encontrar a matriz A~' calculemos:
Al = (=1026+1)=-7, [Anl=(-1*"9-3)=6, |Ayl=(-12(3+6) =-9,

Aal=(=1*6+2) =8, [Anl=(=10°9—-1)=-8, [Aul=(-1)°(6+2)=8.

Portanto
3 —6 5
cof A)=| -7 6 -9
8§ -8 8
e assim
-3 7
— - =1
8 8
1 (3 78 3 -3
-1 fAl'=—| 6 6 -8 |=]| 2 =2
det(A)[Co( )] 3 M. i 1
5 9
g 8 |

Uma outra aplicagdao de determinantes é para resolugao de sistemas lineares de equacdes
algébricas do 1.0 grau, como veremos no Apéndice II.
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Capitulo 16

Apéndice II - Escalonamento de Matrizes
e Sistemas Lineares

16.1 Definicoes Béasicas

Consideraremos a seguir questdes relacionadas com o sistema linear de m equagdes a n
incégnitas ndo-homogéneo, a saber,

.
anxy + ...+ aQmXxn = b]

ayx; + ...+ ampx, = by

()

QX1+ ...+ aQmnXn = by

que na forma matricial pode ser escrito na seguinte forma:

A-x=DB (xx)
onde
an a2 ... Qin
ajg ayy ... Qo
A= . . . . - (aij)mxnv
AQm1 A2 ... Qmn
X1 b]
X = e B=
Xn b

Defini¢ao 16.1 A matriz (a,;...a., b,) serd denominada matriz aumentada associada
ao sistema nao homogéno acima.

U
Uma solugdo da equagdo matricial (**) (se existir) serd uma matriz u = : €

Un
M, tal que A -u = B.

281
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O conjunto de todas as solugdes da equagdo matricial (*) serd denominado conjunto solugio
da equagdo matrictal (**).

Observagao 16.2 Da identificacdo (*) com (**) seque que encontrar solugdo para o
sistema linear (*) é equivalente a encontrar solugdo da equagdo matricial (**).

Verifiquemos isto no:

Exemplo 16.3 O sistema linear

X1 —|—2X2 +x3 = 0
+x; +x3 = —1
X1 +X2 = 1

é equivalente a equag¢ao matricial

A-x=Db,
onde:
1 2 1 X1 1
A=101 1 , x=1 % e b= —1
110 X3 0

Observemos que a equag¢do matricial acima tem como uma solugcdo a matriz u =

1

0 (verifique!).
—1
Logo uma solucao do sistema linear dado wnicialmente serd

x1=1, x=0 e x3=—1.

Observacao 16.4 A matriz aumentada associada ao sistema do Exemplo acima serd a
matriz

1210
01 11
1101

Definicao 16.5 Diremos que as equag¢des matriciais
A-x=b e C-x=d
sao ditos equivalentes se, e somente se:
1. A, C e My,
2. b,d € My,

3. as duas equagdes matriciais teém o mesmo conjunto solugao.
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Observacgao 16.6 Observemos gque as equacoes matriciais
A-x=b e C-x=d

sao equivalentes se, e somente se, os sistemas lineares associados as correspondentes
equagbes matriciais sdo equivalentes (isto €, os sistemas associados teém o mesmo
conjunto solug@o).

Daremos a seguir alguns procedimentos para encontrar solucdo de sistemas lineares nao
homogéneos (e homogéneos).

O que faremos é resolver um sistema linear fazendo operagdes basicas no mesmo (ou seja,
multiplicando-se as equagdes do mesmo por constantes ndo nulas, somando-se equagdes do
mesmo, etc.)

Observe que a cada equagao do sistema linear corresponde uma linha da matriz aumentada
associada ao sistema linear dado.

Logo operacdes com as equagoes do sistema linear corresponderdao as correspondentes
operagoes sobre as linhas da matriz aumentado associada ao mesmo e reciprocamente.

Para ilustrar consideraremos o sistema linear de equacgdes do 1.0 grau:

X1 +X2 +5X3 = ]1 1 ] 5 ]1
2x1 +x; +7x3 = 15 «— A-x=b,ondeA=]| 2 1 7 eb=1] 15
2% 4x; = 8 20 4 8
X1 —|—X2 —|—5X3 = 11 ] 1 5 ]]
2x1 +x; +7x3 = 15 — 2 1 7 15 | =S, (matriz aumentada)
2x hx; = 8 204 8
T —2x19
X1 +x; +53 = 11 1 1 5 11
—X; —3x3 = —7 0 -1 -3 -7 |=§
2% +4x; = 8 2 0 4 8
TEB*—2x%x19)
(x1 4x2 +5x3 = 11 1 1 5 11
—x; —3x3 = —7 — o -1 -3 —7 =S,
\ —2x; —6x3 = —14 0 -2 —6 —14
:II (1(1 + za)
([ +2x3 = 4 1T 0 2 4
—X; —3x3 = —7 — o -1 -3 —7 =353
—2x, —6x3 = —14 0 -2 -6 —14
T (3% —2x 29
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Xq +2x3 = 4 1 0 2 4
—X2 —37(3 = —7 — o -1 -3 —7 = S4
0o =0 0O 0 0 0
T 2% x (=1))
X1 +2x3 = 4 102 4
X, +3x3 = 7 — 01 3 7 =S5
0O =20 0000

O sistema linear obtido acima é o mais simples (que pode ser obtido por meio da operagdes
usuais sobre o sistema linear dado inicialmente) que é equivalente ao sistema original.
Para resolver o sistema linear acima bastard tomar, por exemplo:

x3 =« € R (ou C)
assim
X1=4—2a0 e x;=7—3«.

Assim o conjunto solugdo do sistema linear dado incialmente serd
{(x1,%2,%3) = (4 —20¢,7 — 3¢, &), « € R ou C)}.

Observe que as operagdes que fizemos na matriz S; para obter a matriz S;,; sdo operagdes
elementares sobre as linhas (ver Defini¢do ([239)).

Para facilitar o entendimento do que vird mais adiante introduziremos a:

Definicao 16.7

1. A operacao de trocar duas linhas de uma matriz daremos o nome de operagao do
tipo I.

2. A operagao de multiplicar uma linha por um numero nao nulo daremos o nome
de operacao do tipo II.

3. A operagao de adicionar o miultiplo de uma linha a outra linha daremos o nome
de operagao do tipo III.

Tais operagoes sdo, como ja dissemos, operagoes elementares sobre as linhas da matriz
(ver Definigdo ([=223)).

No exemplo acima as operagdes elementares que realizamos sdo:

S, (tiﬂ)ﬂ) s, (tiﬂI}II) S (tiﬂ)ﬂ) S, (ti&III) S, (tip—oI)I) 5.

Seja I, a identidade de ordem m.
Introduziremos também a:

Definicao 16.8
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1. Fazendo uma operagcao do tipo I na matriz I, obtemos uma matriz quadrada de
ordem m, que chamaremos de matirz elementar do tipo I e serd denotada por E;.

2. Uma matriz elementar do tipo II é uma matriz quadrada de ordem m obtida da
matriz I, por uma operagao do tipo II:

3. Uma matriz elementar do tipo III é uma matriz quadrada de ordem m obtida da
matriz I, por uma operacao do tipo III.

Observagao 16.9 Dada uma matriz A € M,,,, fazer uma operag¢do do tipo I (ou do
tipo II ou do tipo III, respectivamente) é equivalente a multiplicar a matriz A por uma
matriz do tipo I (ou do tipo II ou do tipo III, respectivamente ), isto €,

(operagdo elementar do tipo I)
A — EIA

A demonstracao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

[lustraremos a propriedade acima com o seguinte exemplo:

1 1

Ex. 16.10 Seja A=| 2 1

20

Entao trocando-se a 2.a
obteremos:

2.a linha da matriz A pela 2.a linha menos duas vezes a 1.a

1 1 1 5 11
5 22 0 -1 -3 -7 | =B

5
7
4 8 2 0 4 8
m

— —

11
21
20

A operacao acima na
elementar do tipo III:

atriz identidade de ordem 3 I3 nos fornece a sequinte matriz

100 1 00
o1 0| & Ey=|-210
0 01 0 01
Com 1sto temos que
1 00 115 11 11 5 11
EmA=| =2 1 0 21715 =101 -3 -7 |=B8B,
0 0 1 2 04 8 20 4 8

ou seja, as operagoes produzem a mesma matriz, como for dito na observagao acima.

Um resultado importante é dado pela:

Proposicao 16.11 Uma matriz elementar de qualquer tipo € uma matriz nao singular
(isto €, é uma matriz tnversivel) e sua matriz tnversa é do mesmo tipo que ela.
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Demonstragao:
Serd deixado como exercicio para o leitor.

Para ilustrar temos o:

Exemplo 16.12
1 0
Em=| -2 1
0 O

é uma matriz elementar do tipo III (ver Exemplo (IE1D)).
Observemos que

— O O

det(Em) =1,

portanto a matriz Eyp € uma matriz nao singular, isto €, existe a matriz inversa EI_I}.
Além disso temos:

1 1 -2 0 1 00 100
M\ o o0 1 0 0 1 00 1

portanto a matriz tnversa da matriz Eyp também é uma matriz elementar do tipo III.

Definicao 16.13 Sejam A,B € M.

Diremos que a matriz A € l-equivalente (ou equivalente por linhas) a matriz B se a
matriz A pode ser obtida da matriz B por meio de uma sequéncia finita de operacgoes
elementares sobre as linhas da matriz B.

Neste caso escreveremos A ~ B.

Observacao 16.14
1. Da observagao (I53) seque que A ~ B se, e somente se,
A=EE ;...E4B
onde Ey,...,Es sao matrizes do tipol, II, ou III;
2. Sejam A,B,C € M.
Dewzaremos como exercicio para o leitor verificar que:

1) Reflezia:
A ~B, paratodo A € M,
1) Simétrica:
se A~B entao B~A;
1) Transitiva:
Se A~B e B~C entao A~C.
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1sto é, ~ é uma relagdo de equivaléncia em M.

Um resultado importante sobre l-equivalénica é dado pela:

Proposicao 16.15 Sejam A,B € M.
Se A ~ B entdo eziste um matriz P € My, nao singular tal que

B=PA ou, equivalentemente A =P 'B.

Demonstracgao:
Segue da da proposigdo (IELT) e da observagdo acima item 1. que basta definir P = E;...E;.
|
A relagao entre matrizes l-equivalentes e a equagdes matriciais equivalentes é dado pela:

Proposicao 16.16 Sejam A,C € M, e b,d € M.
A matriz [Ab] € l-equivalente a matriz [Cd] em My, 41 Se, e somente se, a equagdo
matricial A - x = B € equivalente a equagcao matricial C-x = d.

Demonstracgao:
Da proposigao acima existe P € M,,,, nado singular tal que

[Cdl=P[Abl e [Abl=P'[Cd].
Da definicdo de produto de matrizes temos que
C=PA, d=Pb, A=P'C e b=P'.d
Logo, se u € M,,; é solugdo da equagdo matricial
A-x=b =A-u=b,

assim
C-u=(PA)-u=PB =4,

portanto a matriz u seréd solugdo da equagdo matricial C - x = d.
Além disso, vale a reciproca (verifique!), completando a demonstragéo.
|

Observagao 16.17 Vale observar que o resultado acima pode ser aplicado para as ma-
trizes aumentadas associadas a sistemas lineares, ou seja, as matrizes aumentadas sao
[-equivalentes se, e somente se, os sistemas lineares sao equivalentes.

Como conseqiiénica temos o:
Corolario 16.18 Se A~B em M., e x € M, entdo os sistemas
Ax=0 e C-x=0

sao equivalentes, onde O denota a matriz coluna de M.
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Demonstragao:
Basta tomar b = d = 0 na proposigdo acima (verifique!).
|

Observagao 16.19 No ezemplo (IE10) obtivemos, apds as operagbes de l-equivaléncia

115 11 102 4
sobre a matriz A = 2 1 7 15 |, a matriz B = o1 37 cuja forma nos
2 04 8 0000

facilitou a resolver o sistema linear inicial associado.
Observemos que o sistema linear asscoiado a esta ultima matriz é o mais stmples
de ser resolvido e que € equivalente ao sistema linear dado inicialmente.

A seguir daremos um nome as matrizes que tem essa forma especial.

Antes, porém temos a:

Definicao 16.20 Dada uma matriz A = (aij) € My, definimos o coeficiente lider da i-ésima linha,
ndo-nula, ai. da matriz A como sendo o primeiro elemento ndo nulo dessa linha (con-
tado da esquerda para a direita, 1sto €, € a;;, # 0 para 1 <jo, < m € o menor indice).

Agora estamos em condigdes de caracterizar a forma da matriz aumentada associada ao
sistema linear mais simples obtido no exemplo (IE1M) (isto é, a matriz B):

Definicao 16.21 Uma matriz A € M,,,, € dita estar na forma escalonada reduzida em por linhas,
denotada por FERL, se ela tem as sequintes propriedades:

1) Todas as linhas nulas da matriz A ocorrem mas linhas inferiores da mesma;
1) O coeficiente lider de uma linha ndo nula de A € 1;

111) Em qualquer duas linhas ndo nulas da matriz A o coeficiente lider pertencente a
linha de baizo ocorrerd a direita do coeficiente lider da linha de cima,

w) Uma coluna que contém um coeficiente lider deverd ter zeros nas outras entradas.

Temos os seguintes exemplos:

Exemplo 16.22 As matrizes:

010 2 100 00 0
1 001 =5 |, o010, <O 0 O> estao na FERL.
000 O 0 0 1
1 0 0 1.0 0
2.10 1 10 e 0 0 nao estdo na FERL (os elementos desta-
00 00 0 0

cados ndo cumprem as propriedades requeridas).
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Com isto temos a:

Proposicao 16.23 Toda matriz A € My, € l-equivalente a uma (unica) matriz Ag que
estd na FERL, isto €, existe P € M, nao singular tal que Agr = PA.

Demonstragao:
Deixada como exercicio para o leitor a demonstragao deste resultado.
|
Em vez de exibirmos a demonstragdo da proposigdo acima (que foi deixada como exercicio
para o leitor) daremos o método que é utilizado na demonstragdo aplicado a um exemplo.
O método é denominado Eliminagao de Gauss-Jordan:

Exemplo 16.24 Encontre o conjunto solug¢ao do sistema

—2X3 +7X5 = 12
2x7 +4x; —10x3 +6%4 +12x5 = 28
2x7 +4x, —5S5x3 +6%x4 —DHxs = -1

cuja matriz aumentada € dada por

00 -2 0 7 12
(Ab)=| 2 4 —10 6 12 28
24 -5 6 -5 —1

Resolugao:

O que faremos € realizar operagoes elementares sobre as linhas da matriz aumentada
actma para obter a sua FERL.

Primeiro passo:

Trocar as linhas nulas da matriz (Ab) com outras linhas, nao nulas, de modo que
as linhas nulas ocorram nas linhas inferiores da nova matriz.

No nosso caso nao hd linhas nulas logo nao faremos nenhuma mudang¢a na matriz
aumentada (A b).
Localize a coluna mais d esquerda que nao seja totalmente nula .

00 -2 0 7 12
2 4 —-10 6 12 28
24 -5 6 =5 —1
T

Segundo passo:

Trocar a primeira linha com uma outra, caso necessdario, para que o primeiro ele-
mento da coluna localizada no primeiro passo seja nao nulo.

24 —-10 6 12 28
o0 -2 0 7 12 (trocamos a 1.% linha com a 2.° linha)
24 -5 6 -5 —1
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Terceiro passo:

Se o primeiro elemento da coluna do sequndo passo for a, multiplicar a primeira

linha por — (para que o coeficiente lider da primetra linha da matriz obtida seja 1).
a

12 53 6 14 1
00 —20 7 12 (1. linha X z)
2 4 -5 6 =5 —1

Quarto passo:

Somar a primeira linha multiplicada por constante, se for necessdrio, com as linhas

de baizo para obter zeros em todas as entradas abaizo do coeficiente lider da primeira
linha.

12 53 6 14
00 20 7 12 (3.% linha —2 x 1.9
00 5 0 —17 —29

Quinto passo:

Separar a 1.* linha da matriz acima e voltar ao Primeiro passo.
Aplicar o processo repetidas vezes para até a ultima linha nao nula.

No nosso exemplo:
1) [2 (4 3 (8 [14
0O 0 -2 0 7 12
o 0 5 0 —-17 =29

1 2 -583 6 14 1
0010 % -6 (1.%linha x(T))
00 5 0 —17 =29
1 2 -538 6 14
0 0 1 0%7—6 (2.¢ linha —5 x 1.9)
00 0 0 § 1
1 2 -53 6 14
00 1 0 -6 (2 x 1.%linha)
00 0 0 1 2
1 2 -5 83 6 14
001 0 -6
00 0 01 2

Sexto passo:

Para finalizar, comegcando por uma linha nao nula, somar cada linha multiplicada

por constante com as outras linhas para zerar as outras entradas acima do coeficiente
lider.

12 -5 3 6 14 7
00 1 00 1 (2.% linha + 7 % 3.% linha )
00 0 01 2
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302
0 01 (1.% inha — 6 x 3.% linha )
01 2

2
0
0
120307
(Cd)=| o001 00 1|0 tinka +5x2.° linka ).
000012

Observemos que a matriz (Cd) estd na FERL (verifique!).
O sistema linear asssociado a matriz (Cd) serd:

X1 +2X2 +3X4 =7
X3 1
X5 = 2

Portanto se, por exemplo, considerarmos para cada t,s € R,

. . . 7—t—2s
x=t, xx=s x3=1, x5=2 = x4:T,
7—t—2s . . . . .
teremos que (t,s, 1, T,Z) serd solucao do sistema linear dado incialmente, para

cada t,s € R, ou seja:

7—t—2s

3 ,2) i s, t € R}

{(X1)X2)X3)X4)X5) = (t) Sy 1,

serd o conjunto solugao do sistema linear inicial.
Ou awnda, o conjunto solucao da equagao matricial A -x = b, serd

t
S

S:{u€M51:u: 7_3_23 onde t,seR}

3
2

Temos também a seguinte definicdo:

Definigao 16.25 Dada uma matriz A € M., defintmos o posto da matriz A, denotado
por p(A), como sendo o numero de linhas ndo nulas de sua FERL associada.

Proposigao 16.26 Se A € M, entdo p(A) < min{m,n}.

Demonstragao:
Deixada como exercicio para o leitor a demonstragdo deste resultado.
|
Nas segOes a seguir faremos algumas consideragdes sobre o sistema linear ndo homogénio

(NH) A-x=b onde AecMyun BEMy e x € My.
Na préxima secdo comecaremos estudando o sistema linear homogénio associado:

(H A-x=0 (istoé, b=0).
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16.2 O Sistema Linear Homogénio

Observacao 16.27

1. O sistema (H) tem sempre solugdo, a saber, a matriz identicamente nula, u =0 € My,
que serd denomanada solugao trivial;

2. Pode-se mostrar que se Agx é a matriz na FERL associada a matriz A entdo a
equac¢ao matricial
A-x=0

serd equivalente a equag¢ao matricial
AR X = O,

ou seja, resolver o sistema homogéneo é equivalente a resolver o sistema associado
a matriz que estd FERL;

3. Observemos que se u,v € My sdo solugdes de (H) entdo «-u+ -v também serd,
para todo «, € R ou C) pois:

A-(x-u+pB-v)=A-(x-W)+A-(B-v)=x-(A-uw)+p-(A-v)=0.

4. Mais geralmente, se uy,...,u, € My sdo solugdes de (H) entdo

oq-u1+~-~+ocp-up€Mn1

s

também serd solucdo (isto é, combinacdo linear de solugdes também € solugdo).

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.
Apliquemos essas idéias ao:
Exemplo 16.28 Resolva o sistema A -x =0 onde

-2 3

0
-1 0 € Mas.
0 1

>

I
c o =
©c — o

0
0
Resolugao:

Como a matriz A estd na FERL (verifique!) entdo temos o sistema linear homogé-
neo associtado a matriz A serd dado por:

X1 —2% +3x4 = 0 X1 = 2% —3x4

+X3 —X4

I
o

= X3 = X4
+X5 = 0 X5:O
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ou seja, X; = X1 e X4 = X, para &1, Xy € R, teremos:

20(1 — 30(2 -3
2
(04] 1 0
u= X2 = - 0 + ;- 1
X2 0 1
0 0

Portanto qualquer solugdo u € My da equagcdo matricial (H) serd dada por:
U=0 U+ - U
onde

-3

w = e u; =

o O = DN

0
1
1
0

Observemos que u; e u; sao l.1., logo formam uma base para o espago vetorial real
W formado pelas solugbes da da equagdo matricial (H).

Observacao 16.29 Observemos que oposto da matriz A € 3 e a equag¢ao matricial (H)
possut duas solucoes que tem a propriedade acima, 1sto €, qualquer solucao da equacao
matrictal (H) pode ser obtida como combinagdo linear de u; e u,.

Além disso, temos

dim(W) =2 = 3 - 3

numero de varidvets  posto de A

1sto €, o numero de solugdes da a equagdo matricial (H) € 1gual ao nimero de varidveis
do sistema linear menos o posto da matriz A.

Baseado nisto temos o:

Teorema 16.30 Seja A € M, de posto 1gual a k.
Entao o conjunto das solucoes da equagao matricial A -x =0 consiste dos

u=ouquy + -+ o Unk € Muy,
onde o ER (ou C), i=1,...,n—k sendo os elementos
uiEMm\{O}, iz])"'»“’_k

podem ser obtidos resolvendo-se o sistema linear associado a matriz na FERL associada
a matriz A (sGo as n —k solugées l.1.).

Em particular, se W € o subsepago vetorial do espago (My1,+,:) (onde + e - sdo as
operagbes usuats de My ) seque que

dim(W) =n —p(a),

onde p(A) denota o posto da matriz A.
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Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragao deste resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 16.31 Seja A € M.

Se o posto de A = n (isto €, k = n no teorema acima) entdo a unica solugdo da
equagdo matricial (H) serd a matriz nula u =0 € M,,;.

Reciprocamente, se a tunica solugdo da equagdo matricial (H) é a matriz nula
u =) € M,y entdo posto de A serd igual a n.

Demonstragao:
Do teorema acima temos que

dim(W) =n—p(a) =0,
~—~—
=n

logo W = {0}, ou seja, a tnica solugdo da equagdo matricial (H) é a matriz nula u =) € M,,;.

Reciprocamente, se a tinica solugdo da equagdo matricial (H) é a matriz nulau =0 € M,
entdo teremos que W = {0}, isto é, dim(W) = 0.

Logo, do teorema acima temos que

dim(W) =n—p(a) = pla)=n,
=0

como queriamos demonstrar.

Com isto temos o:

Corolario 16.32 Seja A € M.
Se m <n entdo o sistema (H) tem, pelo menos, uma solugdo nao trivial.

Demonstracgao:
Se k = p(A), da proposigdo ([EZH) segue que

k < min{m,n} M= < n,

logo k < m.
Do corolério acima segue que existe solugao, ndo identicamente nula, da equagdo matricial
(H), como queriamos demonstrar.

Analisemos os exemplos a seguir:

1 -1 0
Exemplo 16.33 Seja A= -1 0 1 € Ma,.
o 1 =1
Encotre o conjunto solugao da equagao matricial A -u = 0.
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Resolucao:
Neste caso temos que m =2 en = 3.
10 —1
Temos que A ~ Ag, onde Ag=| 0 1 —1 (verifique!)
00 0

Portanto posto da matriz A € igual a 2.

Logo, pelo teorema acima, ezxiste uma (= n —p(A) = 3 —2) solucao da equagdo
matricial A -u = O, que indicaremos por w; € M3y, ndo identicamente nula, de (H) e
qualquer outra solugao u da equacdao matrictal A -u =0 serd da forma u = «-u; para
algum x € R (ou C).

Para encontrd-la basta resolver o sistema associado a matriz Agx que deixaremos
como ezercicio para o leitor.

0 0 3 -1
Exemplo 16.34 Seja A=| 0 —1 4 7 € My
0 -1 7 6
Resolucgao:
Neste caso temos m ==3 <n =4.

Logo, do corolario acima podemos concluir que existe pelo menos uma solugao nao trivial
da equagdo matricial A - u = O.

010 =2
3
Na verdade temos que A ~Agonde Ag =| 0 0 1 ' | (verifique).
000 O

Portanto posto A é igual a 2.

Logo, pelo teorema acima , existem duas (=n —p(A) =4 — 2) solugdes uy,u; € My; Li.
da equacdo matricial A - u = O, tal que toda solugdo u da equagao matricial A - u = O serd
dada por

U=« - +OC2'LL2,

para algum oy, ; € R (ou C).
Para encontra-las basta resolver o sistema associado a matriz Ax que deixaremos como
exercicio para o leitor.

16.3 O Sistema Linear Nao Homogénio

Trateremos nesta segdo do sistema linear ndo homogéneo (NH).
Comegaremos introduzindo a:

Definicao 16.35 A equacao matrictal A -x = b serd dita consistente se tem pelo menos
uma solugao.

Se nao twer solugdo serd dita inconsistente.

De modo semelhante temos um sistema linear serd consistente se ele adminte pelo
menos uma solugao, caso contrdrio, serd dita inconsistente.
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A seguir exibiremos dois sistemas lineares, um consistente e o outro incosistente.

X1 +2X2 +X3 = 0
Exemplo 16.36 O sitema linear X, +x3 = —1 € consistente, pots x; = 1,
X1 +X2 = 1
x; =0 e x3 =—1 é uma solugdo (verifique!).
. : X1 +x =1 : : .
Exemplo 16.37 O sitema linear {m =2 é inconsistente (verifique!).

Lembremos que resolver a equagdo matricial (NH)
A-x=Db
é equivalente a resolver a equacdo matricial
AR - x = bg,

onde
ANAR € bNbR,

isto é, existe uma matriz P € M,,,, ndo singular, tal que Agx = PA e bg =Pb, ou ainda,
(Ab) ~ (Arbg).

Logo podemos assumir, sem perda de generalidade, que a matriz A estd na FERL, isto
é, A = Ag e b = by pois os as equagdes matriciais associadas sdo equivalentes (isto é, teém o
mesmo conjunto solugdo).

Suponhamos que o a equagdo matricial (NH) seja consistente com solugdo u € M,,;.

Seja k € NU{0} o posto da matriz A.

Como a matriz A estd na FERL e p(A) = k, segue que a matriz A tem as ultimas (m —k)
linhas sdo nulas e portanto (m — k) equagdes do sistema linear associado a equagdo matricial
(NH) tem a segunte forma:

O x4 40 xp=b; i=k+1,--,m.

Logo
bi=0, i=k+1,---,m,

ou seja:

Teorema 16.38 Se a matriz A € M, estd na FERL e tem posto k entdo a equacdo
matricial (NH) (ou o sistema linear associado a matriz aumentada (A b)) é consistente
se, e somente se, by, =---=b,;, =0.

Em particular, se o posto da matriz A for igual a m entdo a equagdo matricial (e
portanto o sistema linear associado a matriz aumentada (A b)) serd consistente.
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Demonstragao:
Uma das implicagdes (a saber, =) é fruto da observagdo acima.
A reciproca serd deixada como exercicio para o leitor.

Se a matriz A € M,,,, ndo estd na FERL entado temos o:

Teorema 16.39 Seja A € M.

A equagdo matricial (NH) (portanto o sistema linear associado a matriz aumentada
(Ab)) € consistente se, e somente se, o posto da matriz aumentada (Ab) for igual ao
posto da matriz A, isto €.

p(Ab) =p(A).

Demonstragao:
Sera deixada como exercicio para o leitor.

Fagamos uma aplicagdo desse resultado ao seguinte exemplo:

Exemplo 16.40 O sistema linear

X1 —X2 = 0
—Xj = 1
X2 = —1
€ consistente ou inconsistente?
Resolucao:
Observemos que
X1 —X2 = 0 1 —1 0
—x = 1 = -1 0 1 = (Ab)
x, = —1 0 1 -1

Logo os sistema linear associado a matriz aumentada (A b) serd consistente pois ele
admite como solugdo x; = —1 e x; = —1 (verifique!).

Portanto € consistente.

Notemos também que (verifique!)

.
1 (Ag ~ A).
0

(Ab) ~ (AgRbr) onde (Arbg) =

o o =
S = O

Asstm temos que p(A) = 2 = p(Ab) e como afirma o teorema o sistema linear
assoctado a matriz aumentada (A'b) serd consistente.

Um outro resultado interessante € o:
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Teorema 16.41 Seja A € M.

Suponhamos que a equagdo matricial (ou o sistema linear assoctado a matriz au-
mentada (Ab)) A-x =Db seja consistente e que u, € My seja uma solugdo particular
do mesmo.

Entao toda solugao da equacao matricial A -x =b serd dada por

w=1u,+ve My

onde v € My € uma solugcao da equacao matricial homogénia associada, isto é, da
equacdo matricial A -y = 0.

Conclusao: uma solugcdo geral do sistema linear associado a matriz aumentada (A b)
pode ser obtida de uma solugdo particular do mesmo mais a solugao geral do sistema
linear homogéneo.

Demonstracgao:
De fato, se w € M,;; uma solugdo da equagao matricial A-x =b e u, € M;;; é solugao
particualr de A - x = b segue que
V=w—1U,

seré solucdo de A -y =0, pois
Av=A-wW—u,)=A-w—A-u,=b—-b=0.

Logo w =1y + v (= solugdo particular de A -x =b + solugdo qq de A -y =0).
Reciprocamente, se v € M,,; é solugdo da equagao matricial A -y = O entdo w =u, +v
é solucdo da equagao matricial A - x = b, pois

Aw=A -(U+v)=A-u,+A-v=b+0 =b,

mostrando que w € M,,; serd solugdo da equagao matricial A -x = b, completando a demons-
tracao.

Apliquemos isto ao:

Exemplo 16.42 Encontre o conjunto solugao de Ax =b onde

1 3 5 —1 1
=12 5 4 | 2
A=l 0 1 1 e b=14
1 4 6 -2 5

Resolucao:
Podemos mostrar que (Ab) ~ (Agrbgr) (verifigue!) onde

100 10 13
o710 3 N
AR=1 45 01 4 e k=1 4 ()
000 0 0
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Portanto, pelo teorema (IEZ24), a equagdo matrictal € consistente, pois de (*), temos
que
P(Arbr) =3 =p(Ag), logo p(Ab)=p(A).

—13
3
1
0
trictal Ag - x = by, portanto da equacao matricial Ax =Db.
Além disso

Também pode-se mostrar (verifique!) que u = € solugdo da equagao ma-

—10x —10
. —3x -3
V= Ao = 4 , x €R (ou C).
x 1

€ solugao geral da equagcao matricial Ag - x = 0.
Logo do teorema acima segue que qualquer solugdo da equagao matricial (NH) serd

da forma

—13 —10

3 -3 . ,
w=u+oav= ; + 4 , x €R (ou C), sto €,

0 1

—13 — 10
3—3x
S—{ 1+ do .oceR(ou(C)}
x

é o congunto solugdo da equacdo matricial (NH).

Para completar nosso estudo sobre da equagdo matricial (NH) (logo dos sistema linear
associado a matriz aumentada (A b)) temos os seguintes resultados:

Teorema 16.43 Sejam A € M, b € M.

Suponhamos que a equagdo matricial (NH) A -x =D, € consistente.

A equagdo matricial (NH), A -x =b, tem solucdo unica se, e somente se, posto da
matriz A € igual a n.

Demonstracgao:

Suponhamos que a equagdo matricial (NH) A - x = b tem solugdo tnica.

Entdo a equagdo matricial (H), A -y = O tem solugdo tnica, a saber, a solugdo trivial
u=0 € M,;.

Logo posto da matriz A devera ser igual a n.

Reciprocamente, se posto da matriz A é igual a n, entdo a solugdo trivial u =0 € M,
deverd ser a tnica solugdo da equagdo matricial (H), A -y = 0.
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Portanto a equagio matricial (NH), A - x = b, tem uma tunica solugdo, finalizando a de-
monstragao.

Como consequéncia temos o:

Corolario 16.44 Nas condi¢des do teorema acima se m < n, existe uma unica solugao
da quacdo matricial (NH), A -x =b, se, e somente se, posto da matriz A for igual a n
(isto é, m =n).

Demonstragao:

Suponhamos que exista tinica solugdo da equagdo matricial (NH), A -x =Db.

Entao, do teorema acima, segue que n sera igual ao posto da matriz A.

Mas n =p(A) <min(m,n) <m <n.

Portanto p(A) =nmem=n.

Reciprocamente, se p(A) = n segue do teorema que existe tnica solugdo da equagdo
matricial (NH), A - x = b, completando a demonstragao.

16.4 A Inversa de Matrizes Nao Singulares

Para finalizar, exibiremos um método para encontrar a matriz inversa associada a uma
matriz ndo singular utilizando o matrizes elementares desenvolvidas na secdo anterior.
Para ilustrar consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 16.45 Observemos que a matriz quadrada de ordem 4

— O

lezercicio]

~

1
0
A =
0

-_— O O —
o O©C o =
o © = O
o = O O
—_ O O O

0
1
1 -1
-1 0 0

que estd na FERL, portanto, o posto da matriz A serd igual a 4.
Além disso,

11
1 1 |=-2-(141)=—4#0
0 0

1 0 0
-1 0| +0+0—-1| O
0 1 —1

det(A) =1

S — -

portanto a matriz A € nao singular, ou seja A € My, p(A) = 4 e A é uma matriz
1nversivel.

Logo, neste exemplo, ocorreu uma relagao entre o posto da matriz e a sua inversibilidade.
Isto ocorre em geral, como veremos no resultado a seguir:
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Teorema 16.46 Seja A € M,, sao equivalentes:

1. A é uma matriz nao singular;
2. posto da matriz A € igual a n;

3. A~1,, isto é, Agr =1, onde a matriz Agx € a FERL da matriz A.

Demonstragao:

Mostremos que:

1. = 2.:

Se a matriz A é uma matriz nio singular e A -1 = O entdou = A~'O = O, isto ¢, a tinica
solugao da equagao A -y = O serd a solugao trivial u = O.

Logo, do corolério ([E=T), segue que o posto da matriz A dever ser igual a n.

2. = 3.:

Se o posto da matriz A é igual a n entdo ndo existe linhas nulas na matriz Ay (a FERL
da matriz A) e cada linha de Agx € M,,, tem coeficiente lider 1 e zero nas outras posigdes da
coluna, isto é, Agx = [,..

3. = 1.:

Se Ag = I,, entdo, como A ~ Ay, existe P € M,,,,, matriz quadrada nao singular, tal que

[, = Ar = PA.

Portanto a matriz A é uma matriz nio singular e A~' = P, completando a demonstragio.
|
Como consequéncia temos o:

Corolario 16.47 Seja A € M.
A matriz A € uma matriz nao singular se, e somente se, ela € produto de matrizes
elementares.

Demonstragao:
Do teorema acima temos que A = P,
Mas, da proposigdo ([(E1H), a matriz P é o produto de matrizes elementares, completando
a demonstracgao.
|

Observacao 16.48 Este teorema nos dd um modo de encontrar a inversa de uma matriz
quadrada que € uma matriz nao singular.

[lustraremos o método com o seguinte exemplo:

Ex. 16.49 Encontrar a tnversa da matriz

o = = O
(B
—_

_—0 O —
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Resolucao:
Para 1sto consideremos a matriz

10 0 1:1000
01 1 0:0100
A‘I4_o1—1o 0010
10 0 1:00 0 1

O que faremos € fazer operagdes sobre as linhas da matriz A para trasnformd-la (se
possivel) na matriz identidade 1, a direita.
Todas as operagbes que fizermos na matriz A faremos na matriz 1.

10 0 1:1000
o) 01 1 0:0100
Ly~
Al 01 -10:0010
00 0 2:100°1
10 0 1 :1 00
Go2e)l 01 1 0:0 1 00
00 -20:0-110
00 0 0:1 0 01
1001 :100 0
(301 10:01 00
0010:0171 3 0
0002:10 01
1001 :10 00
eesyf 01 00:01 10
0oo01T0:0130
0002:10 01
1001 :10 0 0
(<3101 00:0131 10
0010:01 30
ocoo0o1:10 01
1000:30 0 F
ey [ 01T 00 :0 3 1 O
~ =(I4:B
001 0:0130 1s:B)
oo0o01:10 0 1
100
o1 1 0
Afirmacdo: B=A"", isto é, A7 = 0 iA 0
]221
200 5
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De fato, como A ~ 1, (se ndo for singular) entdo 1, = PA, logo
P(A:1,) =((PA):P)=(I,P)= (A: 1)~ (I,:P)
mas, do coroldrio acima, P = A" portanto (Al,) ~ (I,A7").

Observacao 16.50 Podemos utilizar o escalonamento de matrizes para obter bases para
subespacgos de espacos vetorias de R™.
Esse processo € desenvolvido nos primeiros capitulos destas notas.

16.5 Regra de Crammer

Para finalizar temos o:

Teorema 16.51 (Regra de Cramer)
Seja A € M,,, b € My;.
Se det(A) # 0 entdo A - x = b tem uma Unica solugdo u = (w;)(= A~ -b) cujas com-

ponentes sao dadas por

. det(Al)l_1 n
YT get(a) L 0

onde A; € o determinante obtido da matriz A trocando-se a 1-éstma coluna a,; da matriz
A pela coluna da matriz b.

Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor.

Apliquemos este resultado ao:

Exemplo 16.52 Resolva o sistema linear

X1 +3X2 —X3 = 0
X; +x; +x3 = 0
X1 —X3 = —1

Resolugao:
Observemos que o sistema linear dado pode ser escrito como a seguinte equagao matricial
A -x = b, onde

Observemos que
det(A) =—1+6+1=8#0,
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portanto amatriz A é ndo singular, logo da regra de Cramer, teremos:

0 3 —1 1 0 —1
Ar=10 1T 1 |=3+1=4 A,=|1 0 1 |=1+1=2
-1 0 —1 1 -1 —1
13 0
Az=|1T 1 0 |=—1+3=2.
10 -1
Portanto
A1 4 1
A 8 2
U
Us
Az 2 1
A 8 1
. ~ ~ .. . ] ] L . ~
serd a solucao da equagao matricial A -x = b, ou seja, x; = 3 Xy = 1 e X3 = 1 serd a solugao

do sistema dado inicialmente.

As muitas das demonstragdes deixadas como exercicio ou omitidas podem ser encontradas
na bibliografia abaixo.
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