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I—Prugramat;éo Matematica

Programacao Matematica - PM

Introducdo - Pesquisa Operacional
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I—Programa(;e'zo Matematica

O que é Pesquisa Operacional?

m A Pesquisa Operacional é a aplicacdo do método cientifico,
por equipes multidisciplinares, a problemas envolvendo o
controle de sistemas organizados de forma a fornecer solucGes
que mais interessem a determinada organizac3o.

m A Pesquisa Operacional é um conjunto de técnicas e métodos
matematicos para auxiliar a tomada de decisdes nas operacdes
de organizacdes.
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I—Programa(;e'zo Matematica

Onde pode ser aplicada?

m Pode ser aplicada a problemas onde é necessario especificar,
de forma quantitativa, a conduc3do e a coordenacdo das
operacdes ou atividades dentro de uma organizacido.

m A natureza da organizacdo pode ser financeira, industrial,
militar, governamental, etc.
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I—Programa(;e'zo Matematica

Um breve histérico de PO

m 1939-1945: Durante a 27 Guerra Mundial, as geréncias
militares britanica e americana empregaram uma abordagem
cientifica para tratamento de problemas de gerenciamento de
recursos escassos (tropas, muni¢do, remédios etc.), de forma
eficaz.

m 1947: Inicio do interesse das industrias na utilizacdo das
técnicas desenvolvidas na drea militar, para auxiliar no
planejamento e controle da producao.
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I—Programa(;e'zo Matematica

Um breve histérico de PO

m 1949: George B. Dantzig apresenta o Método Simplex para
resolver problemas de otimizacdo linear (equac¢des e (ou)
inequacdes lineares).

m George B. Dantzig - propde o Método Simplex enquanto
trabalhava como Consultor em Matematica no controle da
forca aérea americana.
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I—Programa(;e'zo Matematica

Técnicas da PO

m Programacdo Matemdtica: otimizac3do linear, otimizacdo
nao-linear, otimizacdo inteira, otimizacdo dindmica, e outras.

[0}

m Processos Estocasticos: Teoria de Filas; Teoria de Estoques
Simulaco.
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I—Programat;éo Matematica

Diagrama de um projeto de PO

Hipdteses Meétodos de
Simplificadoras Solucdo

Problema “Real” |-~ Modelo Matemético Solugdo do

Modeclo
L Matematico

Validagio do
| Modclo

solugdo aceitavel
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I—Programa(;e'zo Matematica

Construindo um modelo matematico

m Passo Fundamental: Ouvir aquele que lida com o problema
real.

m Passo 1: Descobrir o que deve ser determinado (varidveis do
problema).

m Passo 2: Descobrir o que estd disponivel (dados do problema).

m Passo 3: Reproduzir os caminhos que levam a uma solucdo
(equacdes) .
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I—Programa(;e'zo Matematica

Problema de Otimizacao

m A busca de uma solucdo mais adequada entre diversas
solucGes alternativas traz consigo os elementos de um
Problema de Otimizacdo:

m um critério de avaliacdo das solucBes alternativas, o qual nos
permite dizer que uma solucdo é “melhor” que outra (objetivo
ou subjetivo).

m A este critério de avaliacdo chamamos de funcdo objetivo, que
buscamos otimizar, ou seja, maximizar ou minimizar.

m Por outro lado, as solucdes alternativas devem ser passiveis de
execucdo indicando a presenca de restricoes que devem ser
respeitadas.
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I—Programa(;e'zo Matematica

Problema de Otimizacao

m De outra forma: temos uma funcdo f, chamada funcdo
objetivo, definida no conjunto de solucGes alternativas,
digamos 2.

m Um problema de otimizacdo matematica é definido por:

min f(x) x € Q
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I—Programa(;e'zo Matematica

Problema de Otimizacao

Dependendo do comportamento de f(x) e de como o
conjunto  é descrito, temos diferentes classes de problemas
de otimizacdo, para os quais uma variedade de métodos de
solucdo tem sido desenvolvida.

Otimizac3o linear.
Otimizacdo n3o linear.
Otimizac3o Inteira.

Controle étimo.
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Aplicacoes

Programacdo Matemdtica - Aplicacbes
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|—Aplica(,:(')es

inddstria de petréleo: extracdo, refinamento, mistura e
distribuicao.
indastria de alimentos: racdo animal (problema da mistura).

planejamento da producdo: dimensionamento de lotes (o que,
quando e quanto produzir?).

inddstria siderdrgica: ligas metélicas (problema da mistura).

inddstria de papel: otimizacdo do processo de cortagem de
bobinas.

inddstrias de méveis: otimizacdo do processo de cortagem de
placas retangulares.

aplicacdes financeiras: otimizacdo do fluxo de caixa, analise
de carteiras de investimento.
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|—Prcnblema da mistura

Problema da Mistura

O PROBLEMA DA MISTURA
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I—Problema da mistura

Problema da mistura

m Materiais disponiveis sao combinados para gerar novos
produtos com caracteristicas convenientes;
m Um dos primeiros problemas de otimizacdo linear
implementados com sucesso na pratica.
m Abordagens:
m Racio;
m Ligas metélicas;
m Composicdo de filtros de areia.
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

m Queremos saber quais as quantidades ideais de cada
ingrediente para fazer uma quantidade de racdo, com as
necessidades nutricionais atendidas e o custo total dos
ingredientes seja 0 menor possivel.

m Temos os ingredientes e seus custos:

= Milho (A;) - R$ 65,00 /Kg
m Farinha de ossos (A;) - R$ 30,00 /Kg
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

m Para fazer uma certa quantidade de racdo para, digamos,
aves, é necessario uma certa quantidade nutrientes, digamos,
vitamina A (V,), vitamina B (V},) e proteina (V,).

m Os ingredientes apresentam esses nutrientes determinadas
unidades (un):

m A -2un. de V,,3un. de V, el un. de V,;
m Ay -3 un. de V,, 2 un. de V,;
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

m Deseja-se prepara uma racdo que contenha no minimo 7
unidades de V;, 9 unidades de V}, e 1 unidade de V..

m Determinar a quantidade dos alimentos necessarias para
satisfazer a necessidades da rac3o.

Ingredientes  Qtde

Nutrientes A1 A> Minima
Vitamina A 2 3 7
Vitamina B 3 2 9
Proteina 1 0 1
Custos (R$/kg) | 65 30
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Pergunta-se

m Como misturar (as quantidades) dos ingredientes para
produzir a racdo de menor custo possivel?

m A mistura atende as necessidades de nutrientes?
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I—Problema da mistura
LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - O que decidir?

Quantidades dos ingredientes presentes na mistura?
Decisdes: Denominadas Varidveis de decisao.

Definindo

x1 =quantidade de ingrediente do tipo 1 presente na mistura
(u.m).

B x» =quantidade de ingrediente do tipo 1 presente na mistura

(u.m).
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Decidir para que?

m funcdo custo (f)

m O custo minimo seria nulo se ndo fosse as quantidades
minimas de nutrientes a serem atendidas (Vitamina A,
Vitamina B e Proteina)(os custos sdo positivos). Objetivo:
minimizar o custo total da mistura.

m Custo total é dado por uma funcdo objetivo.
f(Xl, X2) = 65x1 + 30x>.

m Devemos determinar x; e xp tal que f(xy,xp) seja o menor
possivel. min f(xy,x2) = 65x; + 30x2
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Modelagem do Exemplo 1

Considere que as composicoes de vitamina A, vitamina B e
proteina na racdo sejam satisfeitas.
Modelo Matematico:

min f(x1,x2) = 65x1 + 30x2
2X1 + 3X2 >7T
3x1+2x > 9

1X1 —|—OX2 > 1
x1 > 0,x >0.
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LPrubIema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

XZA

X, : Quantos Kg adicionar de milho
xz : Quantos Kg adicionar de farinha de osso

0 >X1
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LPrubIema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

XZ A Vitamina A: 2 un./Kg no milho

3 un./Kg na farinha de ossos

2X, +3X, 27

0 3,5 ™ » X
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LPrubIema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

XZ A Vitamina B: 3 un./Kg no milho
2 un./Kg na farinha de ossos

4,5

3%, +2X, 29

0 N\ P X
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

X2 A Calcio: 0 un./Kg no milho
1 un./Kg na farinha de ossos

1%, +0X, 21

st

/

0 1 N~ > X
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LPrubIema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

XZA

X, : Quantos Kg adicionar de milho
xz : Quantos Kg adicionar de farinha de osso

Conjunto de possibilidades

0 bx-1
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LPrubIema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

X,

A

min f(x) = 65X, + 30X,

\>X1
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LPrubIema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

X,

\
A

min f(x) = 65X, + 30X,

P X,
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LPrubIema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

X,

min f(x) = 65X, + 30X,

0 \ br’(1
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LPrubIema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Problema da mistura - Racao

A min f(x) = 65X, + 30X,

0 \ br’(1
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

OUTRAS APLICACOES - Ligas metalicas

m Ligas metdlicas sdo produzidas a partir de varios insumos
(lingotes de ferro, grafite, sucatas industriais, entre outros).

m Cada insumo tem uma composicdo (quantidades de carbono,
silicio, manganés etc) e custo conhecidos.

m A composicdo da liga é determinada por normas técnicas da
metalurgia (quantidades de carbono, silicio, manganés etc).

m Deseja-se determinar as quantidades de cada insumo a serem
fundidas, satisfazendo as normas técnicas da metalurgia com
o menor preco final possivel.
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

OUTRAS APLICACOES - Composicio de areias para filtro

m Areias sdo usadas na constituicdo de filtros de EstacGes de
Tratamento de Aguas de abastecimento;

m Diferentes tipos de areias com composicdes granulométricas
distintas estdo disponiveis em varios locais;

m Custos de dragagem, transporte, selecdo e preparo para
utilizacao de cada areia variam;

m Areias devem ser dispostas em camadas que devem obedecer
composicoes granulométricas estabelecidas por norma;

m O problema consiste em combinar os volumes de areia
provenientes de cada local de modo a atender as
especificacdes da norma, com o menor custo possivel.
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Exemplo 2 - Barragem de concreto

m Na implantacao de uma barragem de grande consumo de
concreto, decidiu-se utilizar como fontes de agregados
graddos: Britas graniticas, seixos rolados e pedra britada
comercial.

m Os custos e as composicGes granulométricas de cada agregado
e a composicao granulométrica ideal sdo dados no grafico a
seguir.
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Dados do problema da barragem de concreto

Agregados gratdos (%)
Faixas gran. Britas Seixos Pedras Comp. Ideal (%)

2,4-19 0 0,05 0,20 0,10
19-38 0,10 0,35 0,78 0,20
38-76 0,20 0,60 0,02 0,35
76-152 0,70 0 0 0,35
Custos R$6 R$7 R$18

Variaveis de decisao:
x1 = qde de britas graniticas (m3);

xp = qde de seixos rolados (m?3);
x3 = qde de pedras britadas comercial (m?3).
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I—Problema da mistura

LProblema da mistura - Racdo

Modelagem do exemplo do problema da barragem de

concreto

min f(x1,x2,x3) = 6x1 + Txo + 18x3

O, 10X1
0, 20X1
0, 70X1
X1

x1 >0,

O, 05X2
+ O, 35X2
+ 0, 60X2

+ X2
x3 >0,

+ 0,20x3
+ 0, 78X3
+ 0,02x3

+ X3
X320

= 0,10
= 0,20
= 0,35
= 0,35
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Problema de planejamento da producao - mix de producao

O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

O Problema de Producao

m Funcdo objetivo — maximizar a margem de contribuicdo dos
produtos;

m Primeiro conjunto de restricoes — fabricacdo dos produtos
deve levar em conta a capacidade limitada dos recursos;

m Segundo conjunto de restricdes — quantidade de produtos
produzida n3o deve ser inferior 3 minima e nem superior a
maxima preestabelecida.
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

m Uma padaria produz dois tipos de produtos: pdo (P;) e massa
de pizza (P»).

m Quatro diferentes matérias primas s3o utilizadas para a
fabricacdo destes produto: farinha (My), fermento (M,), ovos
(M3) e manteiga (M4), em que temos em estoque,
respectivamente, 60 unidades, 38 unidades, 18 unidades e 55
unidades.

m Para produzir 1 kg de p3o sdo necesséarias 1 un. de farinha, 2
un. de fermento e 3 un. de manteiga.

m Para produzir 1 kg de massa de pizza s3o necessarias 3 un. de
farinha, 1 un. de ovo e 1 un. de manteiga.
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

m O p3o e massa de pizza sdo vendidos ao custo de R$ 22/Kg e
R$20/Kg.

m Deseja-se determinar a quantidade de cada produto a ser
fabricada que maximize as vendas e respeite as resticGes de

estoque.

Produto
Matéria prima | P; P, | Estoque
Farinha 1 3 60
Fermento 2 0 30
Ovos 0 1 18
Manteiga 3 1 55
Preco (R$/kg) | 22 20
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

O que devemos decidir?

Decisdes: Denominadas Varidveis de decisao.
Definindo

x1 =quantidade produzida de pao em kilos.

Xo =quantidade produzida de pizza em Kkilos.
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Modelagem do Exemplo 1 - Problema de Producao

Modelo Matematico:

max f(x1,x2) = 22x1 + 20x

1X1 + 3X2 < 60
2X1 + 0X2 < 30
Ox; +1x, < 18
3X1 + 1X2 < 55
X1 Z 0
X2 > 0
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LP. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

XZA

X, : Quantos Kg fabricar de péo
X 2" Quantos Kg fabricar de massa de pizza

0 >X1

SMEO0110 — Programacdo Matematica — Turma 1



SMEO0110 - Programacdo Matematica — Turma 1

I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

X 2 Farinha (60 un. em estoque)
1 un./Kg na receita do pao

3 un./Kg na receita da massa da pizza

A

1X, +3X, <60

20

0 50\’ X,
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

X 2 Fermento (30 un. em estoque)
2 un./Kg na receita do pao

0 un./Kg na receita da massa da pizza

A

2X, +0X, <30

- X,
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LProblemas de pl

0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

X,

A

Ovos (18 un. em estoque)
0 un./Kg na receita do pao
1 un./Kg na receita da massa da pizza

0X, +1X, <18

18

- X,
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producido

Exemplo 1 - Problema de Producao

xz 55 Manteiga (55 un. em estoque)
A J un./Kg na receita do pao
1 un./Kg na receita da massa da pizza

3X; +1X, <56

0 \\13,3 ~» X

SMEO110 - Programacdo Matematica — Turma 1



SMEO0110 - Programacdo Matematica — Turma 1

I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

xz
A X, : Quantos Kg fabricar de pdo
X 2" Quantos Kg fabricar de massa de pizza

max f(x) = 22X, + 20 X,

0 \ b3‘(1
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

xZ
A X, : Quantos Kg fabricar de pdo
X 2" Quantos Kg fabricar de massa de pizza
max f(x) = 22X, + 20 X,
0 < > X,
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

xZ
A X, : Quantos Kg fabricar de pdo
X 2" Quantos Kg fabricar de massa de pizza
max f(x) = 22X, + 20 X,
0 < > X,
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 1 - Problema de Producao

xZ
A X, : Quantos Kg fabricar de pdo
X 2" Quantos Kg fabricar de massa de pizza
max f(x) = 22X, + 20 X,
X, = 23,54 Kg
X,= 15,625 Kg
0 < > X,
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I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

Exemplo 2 - Producao de geladeiras

m Empresa precisa decidir quais modelos de geladeira instalar em
sua nova planta;

m Dois possiveis modelos: luxo e basico.

m No maximo, 1500 unidades do modelo luxo e 6000 unidades
do modelo basico podem ser vendidas por més.

m Empresa contratou 25000 homens-hora de trabalho por més;

m Os modelos luxos precisam de 10 homens-hora de trabalho
para serem produzidos e os modelos basicos, 8 homens-hora.

m A capacidade da linha de montagem é de 4500 geladeiras por
més, pois as geladeiras dividem a mesma linha;

m O lucro unitario do modelo luxo é $100,00 por més, enquanto
o modelo bésico lucra $50,00 durante o mesmo periodo.
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Exemplo 1 - Producao de geladeiras

m Objetivo: determinar quanto produzir de cada geladeira, de
modo a satisfazer todas as restricGes e maximizar o lucro da
empresa.

Variaveis de decisao:

x1 = quantidade de geladeiras do modelo luxo a ser produzida por

més.
X = quantidade de geladeiras do modelo bésico a ser produzida
por més.
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Modelo Matematico

Modelo Matematico:

max f(x1,x2) = 100x; + 50x>

10x7 + 8x2 < 25000
x1 + xo < 4500
0 < x; <1500
0 < x» < 6000.
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Exemplo 1 - Problema de Producao

XZ X quantidade de geladeiras do modelo luxo
A a ser produzida por més.
X , i quantidade de geladeiras do modelo basico
a ser produzida por més.
6000
0 <X, <1500
0 < X, < 6000
0 1500 > X,
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Exemplo 1 - Problema de Producao

XZL

A capacidade da linha de montagem
é de 4500 geladeiras

o
.

X;+ X, <4500

4500 \ » X
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Exemplo 1 - Problema de Producao

XZA

Limitagao de mao-de-obra

O\

AN

10X, +8 X, <25000

0

2500 \

N

P X,
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Exemplo 1 - Problema de Producao

X3
A
max f(x) = 100 X, +50 X,

0 \ b3‘(1
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Exemplo 1 - Problema de Producao

X3
A
max f(x) = 100 X, +50 X,

0 \ > X,

SMEO0110 — Programacdo Matematica — Turma 1



SMEO0110 - Programacdo Matematica — Turma 1

I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

LAplicao;ijes numeéricas

Exemplo 1 - Problema de Producao

X,

X quantidade de geladeiras do modelo luxo
a ser produzida por més.

A

X , i quantidade de geladeiras do modelo basico
a ser produzida por més.

max f(x) = 100 X, +50 X,

X, = 1500
X, = 1250

|\ P X,

0 Y

SMEO0110 — Programacdo Matematica — Turma 1



SMEO0110 - Programacdo Matematica — Turma 1

I—P. bl de planej 0 da producdo - mix de producdo

LAplicao;ijes numeéricas

Exercicio - Problema de Producao

m Pinocchio é uma empresa que produz dois tipos de
brinquedos: bonecos e trens. Um boneco é vendido por R$
27, gasta R$ 10 de matéria-prima de R$ 13 de m3o-de-obra.
Um trem é vendido por R$ 21, gasta 9 de matéria-prima e R$
10 de m3o-de-obra. A manufatura dos dois brinquedos requer
duas operacdes: carpintaria e acabamento. Um boneco requer
2 horas de acabamento e 1 hora de carpintaria. O trem requer
1 hora de acabamento e 1 hora de carpintaria.A empresa
obtém semanalmente toda a matéria-prima necessaria para a
sua producdo. Porém, apenas 100 horas de acabamento e 80
horas de carpintaria podem ser utilizadas na confeccdo dos
brinquedos. A demanda por trens é ilimitada, i.é, todos os
trens produzidos sdo vendidos. Sabe-se, por experiéncia, que,
no maximo, 40 bonecos s3o vendidos por semana.
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Exercicio - Problema de Producao

m a. Formule um modelo matematico para esta situacdo e que
possa ser utilizado para maximizar o lucro liquido de
Pinocchio SA.

b. Encontre a(s) solucdo(&es) étima(s) graficamente, se
houver.
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